
Федеральное государственное автономное образовательное учреждение

высшего профессионального образования

Национальный исследовательский университет

“Высшая школа экономики”

На правах рукописи

УДК 512.815.6

Буфетов Алексей Игоревич

СЛУЧАЙНЫЕ РАЗБИЕНИЯ

И АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ

01.01.06 — математическая логика, алгебра и теория чисел

ДИССЕРТАЦИЯ

на соискание ученой степени

кандидата физико-математических наук

Научный руководитель

доктор физико-математических наук

Г.И. Ольшанский.

Москва – 2015



Оглавление

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3

Глава 1. Центральная предельная теорема для экстремальных харак-

теров бесконечной симметрической группы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .11

1.1. Введение к главе 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2. Основные леммы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3. Доказательства теорем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .24

Глава 2. Центральная предельная теорема для планшерелевских пред-

ставлений бесконечномерной унитарной группы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.1. Введение к главе 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2. Предварительные сведения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.3. Формулировка результата . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .47

2.4. Подсчет ковариации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .54

2.5. Доказательство асимптотической гауссовости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Глава 3. Перемежающиеся последовательности Керова и случайные

матрицы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .86

3.1. Введение к главе 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

3.2. Непрерывные диаграммы Юнга . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.3 Доказательство теоремы 3.1.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.4 Доказательство теоремы 3.1.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

3.5 Связь с полукруговым распределением и распределением Марченко-Пастура 98

Литература . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .100



Введение

Актуальность темы исследования.

Асимптотическая теория представлений изучает свойства представлений “боль-

ших” групп; фундаментальными примерами таких групп служат бесконечная сим-

метрическая группа и бесконечномерная унитарная группа. Для подобных групп

неприменимы многие методы и конструкции классической теории представлений.

Тем не менее, в результате работ А.М. Вершика, С.В. Керова, Г.И. Ольшанского,

А.Ю. Окунькова, А.М. Бородина и других математиков была построена теория пред-

ставлений “больших” групп, выявляющая как тесные параллели с классической тео-

рией представлений конечных и компактных групп, так и новые эффекты, не име-

ющие аналога в классическом случае. Одной из наиболее интересных особенностей

этой теории является наличие большого количества взаимосвязей с разными обла-

стями математики, такими как алгебраическая комбинаторика, случайные матрицы,

свободная вероятность, теория интегрируемых систем и другими.

Бесконечная симметрическая группа может быть определена как (индуктивный)

предел последовательности симметрических групп растущего размера; аналогично,

бесконечномерная унитарная группа может быть определена как (индуктивный) пре-

дел последовательности унитарных групп растущей размерности. В связи с этим воз-

никает естественный вопрос: как связаны характеры бесконечных объектов и клас-

сические характеры конечных симметрических групп (или компактных унитарных

групп) ? Оказывается, эта взаимосвязь может быть описана с помощью вероятност-

ных мер на комбинаторных объектах — разбиениях, и предельных теорем вероятност-

ного характера, описывающих предельное поведение таких мер с ростом размеров

3
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групп.

Данная работа посвящена задачам асимптотической теории представлений, воз-

никающим при анализе этих вероятностных мер. Полученные результаты естествен-

ным образом продолжают работы А.М. Вершика и С.В. Керова о характерах беско-

нечной симметрической группы, А.М. Бородина и П. Феррари о характерах бесконеч-

номерной унитарной группы и связанной с ними динамики на комбинаторных объ-

ектах, С.В. Керова о взаимосвязи асимптотической теории представлений и теории

случайных матриц. В то же время, в данной работе возникает новый тип вопросов

— исследование предельного поведения представлений в контексте некоммутативной

вероятности.

Степень разработанности темы исследования.

Пусть S(n) — группа перестановок порядка n. Зададим последовательность

S(1) ⊂ S(2) ⊂ · · · ⊂ S(n) ⊂ S(n+ 1) ⊂ . . . ,

в которой вложение S(n) ⊂ S(n+1) задается условием, что перестановки из Sn остав-

ляют на месте n + 1-ый элемент. Бесконечной симметрической группой называется

объединение этой цепочки групп:

S(∞) :=
∞⋃
n=1

S(n).

Характером бесконечной симметрической группы называется функция χ : S(∞) →

C, удовлетворяющая следующим свойствам:

1) Выполнено χ(e) = 1, где e — единица группы S(∞).

2) Для любых g, h ∈ S(∞) выполнено χ(gh) = χ(hg).

3) Для любого k ∈ N и любых g1, . . . , gk матрица [χ(g−1
i gj)]

k
i,j=1 неотрицательно

определена.

Легко видеть, что множество характеров S(∞) является выпуклым. Задача на-

хождения границы (множества экстремальных точек) этого множества была решена

Э. Тома. Оказывается, что экстремальные характеры взаимно однозначно соответ-

ствует наборам параметров P = ({αi}, {βj}, γ), где αi, βj, γ — вещественные числа,
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удовлетворяющие соотношениям

α1 ≥ α2 ≥ α3 ≥ . . . ≥ 0, β1 ≥ β2 ≥ β3 ≥ . . . ≥ 0, γ ≥ 0,
∞∑
i=1

(αi + βi) + γ = 1.

Хорошо известно, что неприводимые представления группы S(n) параметризуют-

ся диаграммами Юнга из n клеток. Будем обозначать символом χλ нормированный

(равный единице в единице группы) характер неприводимого представления S(n),

отвечающего диаграмме Юнга λ. Пусть Yn — множество всех диаграмм Юнга из n

клеток.

Для экстремального характера χP , отвечающего набору параметров P , существу-

ет разложение:

χP |S(n) =
∑
λ∈Yn

MP
n (λ)χλ.

Несложно показать, что коэффициентыMP
n (λ) задают вероятностную меру на Yn. В

связи с этим возникает вопрос: как выглядит случайная диаграмма Юнга (распре-

деленная по мере MP
n ) при n→∞ ?

Пусть λi — длина i-ой строки диаграммы Юнга, и пусть λ′j — длина j-ого столбца.

А.М. Вершик и С.В. Керов [37] показали, что для длин строк случайных диаграмм

Юнга выполнен следующий закон больших чисел:

λPi (n)

n
−−→
prob

αi,
λ
′P
j (n)

n
−−→
prob

βj.

В первой главе делается следующий шаг в изучении вероятностных мер MP
n — до-

казывается центральная предельная теорема для длин строк и столбцов.

Одним из наиболее интересных примеров мер на диаграммахЮнга является мера

Планшереля, возникающая как MP0
n для набора параметров P0, отвечающего γ = 1

и всем другим параметрам равным 0. Для этой меры А.М. Вершик и С.В Керов [54]

доказали, что случайная диаграмма Юнга λ имеет глобальную предельную форму.

Более подробно, каждой диаграмме Юнга λ можно сопоставить функцию λ : R→

R, как показано на рисунке 1. Для случайной диаграммы Юнга распределенной по

мере Планшереля А.М. Вершик и С.В Керов [54] и, независимо, Ф. Логан и Л.А.
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Рис. 1: Функция λ(x), сопоставляемая диаграмме Юнга λ = (4, 2, 1, 1).

Шепп [38] доказали, что

lim sup
n→∞

∣∣∣∣ 1√
n
λ(
√
nx)− Ω(x)

∣∣∣∣ = 0, по вероятности,

для некоторой детерминированной предельной функции Ω(x), которую мы будем

называть кривой Вершика-Керова.

Теорема Керова [26] дает описание глобальных флуктуаций случайной функции

λ(x) вокруг кривой Ω(x). Оказывается, что эти флуктуации могут быть описаны с

помощью некоторого гауссовского процесса.

Вторая глава данной диссертации посвящена схожему типу вопросов, возника-

ющих для бесконечномерной унитарной группы и одного из ее экстремальных ха-

рактеров — так называемого одностороннего планшерелевского характера. В этом

контексте результат о предельной форме был получен Ф. Бианом [6], а результат о

флуктуациях вокруг предельной формы — А.М. Бородиным и П. Феррари [11]. Од-

нако, основным объектом изучения второй главы являются некоммутативные слу-

чайные величины.

Более подробно, вероятностные результаты, описывающие глобальное поведение

случайной диаграммы Юнга, могут быть интерпретированы как предельное поведе-

ние некоторых случайных величин, определенных на некоммутативном вероятност-
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ном пространстве. Сами эти величины коммутируют, поэтому результат может быть

сформулирован в терминах классической теории вероятностей. Однако, возникает

вопрос: а каково предельное поведение некоммутативных случайных величин, опре-

деленных на некоммутативном вероятностном пространстве? Во второй главе диссер-

тации мы доказываем центральную предельную теорему для некоторого семейства

некоммутирующих случайных величин. Особенностью данной теоремы является тот

факт, что допредельные некоммутирующие величины стремятся к коммутативному

пределу, который может быть проинтерпретирован с помощью классической теории

вероятностей.

Третья глава диссертации посвящена связи асимптотической теории представ-

лений и теории случайных матриц. Следуя С.В. Керову ( [30], [31], [32] ), каждой

симметричной матрице сопоставляется кусочно-линейная функция, которую есте-

ственно считать обобщенной диаграммой Юнга. Мы исследуем асимптотическое по-

ведение этой обобщенной диаграммы Юнга для широкого класса случайных матриц

— вигнеровских матриц. Оказывается, что в пределе (рост размера матрицы к бес-

конечности) возникает кривая Ω(x) — кривая Вершика-Керова ! Это указывает на

тесную взаимосвязь между диаграммами Юнга, распределенными по мере Планше-

реля, и вигнеровскими случайными матрицами. Результаты иного типа, показываю-

щие схожесть этих вероятностных моделей, были получены в работах [4], [13], [27].

Цель работы.

Найти асимптотическое поведение экстремальных характеров бесконечной сим-

метрической группы. Провести подробное исследование возникающей вероятностной

модели. Найти асимптотическое поведение элементов универсальной обертывающей

алгебры бесконечномерной унитарной группы в планшерелевском представлении.

Описать предельный объект в этой модели. Исследовать рост диаграммы разбие-

ния спектра двух последовательных вигнеровских матриц.

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми. Основные ре-

зультаты диссертации состоят в следующем:
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1. Доказана центральная предельная теорема для экстремальных характеров бес-

конечной симметрической группы

2. Установлена взаимосвязь между вероятностными мерами на диаграммах Юн-

га, порожденными экстремальными характерами бесконечной симметрической

группы, и вероятностной моделью с независимыми испытаниями.

3. Исследовано асимптотическое поведение элементов универсальной обертываю-

щей алгебры бесконечномерной унитарной группы. Доказана центральная пре-

дельная теорема для возникающих некоммутативных случайных величин. Опи-

сан предельный объект — семейство гауссовских свободных полей.

4. Доказан закон больших чисел для диаграмм разделения корней вигнеровских

и уишартовских матриц.

Личный вклад автора. Результаты первой и третьей главы получены диссер-

тантом лично. Результаты второй главы получены в соавторстве с А.М. Бородиным.

Методы исследования. Центральное место в работе занимают алгебраические

и комбинаторные методы, такие как техника вычислений в алгебрах симметриче-

ских и сдвинуто-симметрических функций, методы перечислительной и алгебраиче-

ской комбинаторики. Автором разработан новый метод асимптотического анализа

вероятностных мер на диаграммах Юнга; также была разработана новая техника

вычислений в универсальной обертывающей алгебре бесконечномерной унитарной

группы.

Теоретическая и практическая ценность. Работа имеет теоретический ха-

рактер. Ее результаты и методы могут быть использованы в асимптотической тео-

рии представлений, в исследовании вероятностных комбинаторных моделей, в теории

случайных матриц, в алгебраической комбинаторике, в теории свободной вероятно-

сти и в моделях статистической механики.
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Апробация диссертации. Основные результаты диссертации докладывались

на

• научно-исследовательском семинаре Добрушинской математической лаборато-

рии, Институт проблем передачи информации РАН, 2013 г.

• научно-исследовательском семинаре “Эргодическая теория и математическая

физика”, механико-математический факультет МГУ, неоднократно в 2011-2013

г.

• научно-исcледовательском семинаре “Теория представлений и вероятность”, фа-

культет математики ВШЭ, неоднократно в 2011-2014 г.

• научно-исследовательском семинаре “Характеристические классы и теория пе-

ресечений”, факультет математики ВШЭ, 2013 г.

• научно-исследовательском семинаре “Динамические системы”, механико-

математический факультет МГУ, 2013 г.

• научно-исследовательском семинаре “Интегрируемая теория вероятностей”,

Массачусеттский Технологический Институт, 2013-2014 г.

• научно-исследовательском семинаре “Семинар факультета математики”, уни-

верситет г. Утрехт, 2011 г.

• научно-исследовательском семинаре “Теория вероятностей”, Будапештский тех-

нологический университет, 2012 г.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 4 работах ав-

тора, — [9], [10], [18], [19], — 4 из которых опубликованы в научных журналах из

списка, рекомендованного ВАК.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех глав и

списка литературы из 59 наименований. Общий объем диссертации составляет 105

страниц.
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Глава 1

Центральная предельная теорема для

экстремальных характеров

бесконечной симметрической группы

1.1 Введение к главе 1

Пусть Yn — множество диаграмм Юнга из n клеток. Определим градуированный

граф Юнга Y, множеством вершин которого служит ∪∞n=1Yn, а ребро между диа-

граммами λ и µ проведено в том и только в том случае, если λ ∈ Yn, µ ∈ Yn+1 и µ

получается из λ добавлением одной клетки (в этом случае будем писать λ ↑ µ). Пусть

dimλ — число различных кратчайших путей в Y от одноклеточной диаграммы Юнга

до диаграммы λ.

Когерентной системой мер на Y называется последовательность {Mn}, где Mn

— вероятностная мера на Yn, для которой выполнено соотношение

Mn(ν) =
∑
λ:ν↑λ

dim ν

dimλ
Mn+1(λ), для любого ν ∈ Yn.

Хорошо известно, что характеры бесконечной симметрической группы взаим-

но однозначно соответствуют когерентным системам мер на Y. По теореме То-

11
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ма (см. [52]) экстремальные характеры описываются множеством параметров P =

({αi}, {βj}, γ), где αi, βj, γ — вещественные числа, удовлетворяющие соотношениям

α1 ≥ α2 ≥ α3 ≥ . . . ≥ 0, β1 ≥ β2 ≥ . . . ≥ 0, γ ≥ 0,
∞∑
i=1

(αi + βi) + γ = 1.

Пусть {MP
n } — когерентная система мер, соответствующая фиксированному на-

бору параметров P . Обозначим символом λPi (n) длину i-ой строки случайной диа-

граммы Юнга, выбранной по мере MP
n , а символом λ

′P
j (n) — длину j-ого столбца

этой диаграммы. Нашей основной задачей является изучение асимптотического по-

ведения этих величин.

Известно (см. [37],[35],[36]), что для длин строк и столбцов выполнен закон боль-

ших чисел:

λPi (n)

n
−−→
prob

αi,
λ
′P
j (n)

n
−−→
prob

βj.

Центральная предельная теорема для случая αi = (1 − q)qi−1, βj = 0,γ = 0 бы-

ла установлена в [22]. Основным результатом данной статьи является центральная

предельная теорема для случая строго монотонных последовательностей {αi}, {βj}.

Точнее говоря, будем рассматривать множества параметров P , для которых выпол-

нено

αi > αi+1 для всех i таких, что αi 6= 0,

βj > βj+1 для всех j таких, что βj 6= 0. (1.1.1)

Заметим, что условие неравенства параметров существенно: например, если α1 =

· · · = αk = 1
k
, то флуктуации не являются гауссовыми (см. [29], [27]).

Теорема 1.1.1. (Центральная предельная теорема) Пусть P — произвольный

набор параметров, удовлетворяющий (1.1.1), и K,L > 0 таковы, что α1 > α2 >

· · · > αK > 0 и β1 > β2 > · · · > βL > 0. Тогда:(λP1 (n)− α1n√
n

,
λP2 (n)− α2n√

n
, . . . ,

λPK(n)− αKn√
n

,
λ
′P
1 (n)− β1n√

n
,

. . . ,
λ
′P
L (n)− βLn√

n

)
−−→
Law

Z = (Z1, Z2, . . . , Zk, Z
′

1, . . . , Z
′

L),
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где Z — многомерная гауссова случайная величина с моментами

EZi = 0, EZ ′i = 0,

EZ2
i = αi − α2

i , EZ ′2i = βi − β2
i ,

EZiZj = −αiαj, EZ ′iZ
′
j = −βiβj, EZiZ

′
j = −αiβj.

Независимо и одновременно эта теорема была также доказана в работе [41] с

помощью других методов.

Замечание 1. Пусть {Xi}, {Yj}, Θ — независимые в совокупности гауссовы слу-

чайные величины с нулевым средним и дисперсиями

EX2
i = αi, EY 2

j = βj, EΘ2 = γ,

при этом Xi,Yj определены для всех ненулевых α- и β- параметров. Тогда распре-

деление (Z1, . . . , ZK , Z
′
1, . . . , ZL

′) совпадает с проекцией на первые K + L координат

условного распределения на гиперплоскости X1 + · · ·+XK +XK+1 + · · ·+ Y1 + · · ·+

YL + YL+1 + · · ·+ Θ = 0.

Замечание 2. Пусть M̃P
ν — мера на Y, являющаяся пуассонизацией последова-

тельности мер MP
n :

M̃P
ν (λ) := e−ν

ν |λ|

|λ|!
MP
|λ|(λ),

где символом |λ| обозначено число клеток в диаграмме λ, и λ̃Pi (ν), λ̃′Pj (ν) — длины

i-ой строки и j-ого столбца случайной диаграммы Юнга, взятой по этой мере. В

условиях теоремы 1 выполнено

( λ̃P1 (ν)− α1ν√
ν

,
λ̃P2 (ν)− α2ν√

ν
, . . . ,

λ̃PK(ν)− αKν√
ν

,
λ̃
′P
1 (ν)− β1ν√

ν
,

. . . ,
λ̃
′P
L (ν)− βLν√

ν

)
ν→∞−−−→
Law

(X1, X2, . . . , XK , Y1, . . . , YL)

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.

Пусть A — алфавит, состоящий из дискретной части — множеств Le = {x1, x2, . . .}

и Lo = {y1, y2, . . .}, и непрерывной части G, которую будем считать отрезком. Вве-

дем на A вероятностную меру µ1, сопоставляя букве xi вероятность αi, букве yj —
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вероятность βj и считая, что на G задана мера Лебега с условием µ1(G) = γ; зада-

дим на An бернуллиевскую меру µn = µ⊗n1 . Обозначим символом Nxi(n) случайную

величину, равную числу букв xi в случайном слове w ∈ An, выбранном по мере µn, а

символом Nyj(n) — число букв yj в этом слове. Будем считать, что на A введено неко-

торое линейное упорядочение p. Как было показано в [56], с помощью обобщенного

RSK-алгоритма можно построить отображение

φp : An → Yn

такое, что мера µn под действием φp переходит в меру MP
n . В силу этого можно

считать, что величины λPi (n), λ
′P
j (n) заданы на вероятностном пространстве (An, µn).

Теорема 1.1.2. Пусть P — произвольный набор параметров, удовлетворяющий

(1.1.1), и K,L > 0 таковы, что α1 > α2 > · · · > αK > 0 и β1 > β2 > · · · > βL > 0.

Определим функции

ε1(n) := λP1 (n)−Nx1(n),

ε2(n) := λP2 (n)−Nx2(n),

...

εK(n) := λPK(n)−NxK (n),

ε′1(n) := λ
′P
1 (n)−Ny1(n),

...

ε′L(n) := λ
′P
L (n)−NyL(n).

Тогда существует константа C = C(K,L) (не зависящая от n) такая, что

E|εi(n)| < C, E|ε′j(n)| < C, i = 1, . . . , K, j = 1, . . . , L.

Теорема 1 является простым следствием теоремы 2.

Замечание 3. В определении величин λPi (n) на пространстве (An, µn) имеется

неоднозначность, связанная с произвольностью выбора линейного упорядочения ал-

фавита A. Как будет показано в разделе 1.2.2, величины λPi (n)−Nxi(n) имеют оди-

наковое распределение при любых упорядочениях.
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Замечание 4. Пусть µ̃ν(w) — мера на словах произвольной длины из букв алфа-

вита A, определяемая по формуле

µ̃ν(w) :=
ν |w|

|w|!
µ|w|(w),

где |w| — число букв в слове w. Будем обозначать символом Ñxi(ν) (соотв. Ñyj(ν)

) число букв xi (соотв. yj) в случайном слове w, взятом по мере µ̃ν . В тех же

предположениях утверждение теоремы 2 выполнено для разностей λ̃Pi (ν) − Ñxi(ν),

λ̃
′P
j (ν)− Ñyj(ν). Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.

Замечание 5. Теорема 2 может быть переформулирована в терминах, не исполь-

зующих RSK-алгоритм. Для этого величины λPi (n), λ
′P
j (n) следует определять на ве-

роятностном пространстве, состоящем из Ap-таблиц (см. определение в 2.1).

1.2 Основные леммы

1.2.1

В этом разделе мы перескажем часть материала из [56].

Пусть на алфавите A задано линейное упорядочение p. Будем писать x ↗ y,

если x < y или x = y ∈ Le, и x ↘ y, если x > y или x = y ∈ Lo ∪ G. Назовем

слово w = x1x2 . . . xn возрастающим, если x1 ↗ x2 ↗ · · · ↗ xn, и убывающим,

если x1 ↘ x2 ↘ · · · ↘ xn. Определим Ap-таблицу формы λ как диаграмму Юнга

λ, заполненную буквами из A, при этом вдоль строк стоят возрастающие слова, а

вдоль столбцов, читаемых снизу вверх, стоят убывающие слова (см. пример ниже).

Обобщенный RSK-алгоритм сопоставляет слову w ∈ An пару (R(w), S(w)), где R(w)

— Ap-таблица, а S(w) — стандартная1 таблица Юнга, при этом R(w) и S(w) имеют

одну и ту же форму λ. Отображение

φp : An → Yn

1Стандартной таблицей Юнга называется диаграмма λ, заполненная числами от 1 до |λ|, каж-

дое из которых встречается ровно по одному разу, и вдоль всех строк и столбцов которой стоят

возрастающие последовательности.
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определяется как сопоставление слову w этой формы λ. Опишем действие обобщен-

ного RSK-алгоритма.

Определим сначала алгоритм строчной вставки; по Ap-таблице T и букве x ∈ A

он строит новуюAp-таблицу, которая обозначается как x→ T . Эта таблица содержит

на одну клетку больше, чем T , а множество её элементов содержит те же элементы,

что и в T , а также элемент x. Предположим, что x ∈ Le. Тогда расстановка этих

элементов определяется следующим образом: если x больше или равен каждого эле-

мента из первой строки, то просто ставим его в новую клетку в конце первой строки.

В противном случае находим самый маленький элемент первой строки, строго пре-

восходящий x. Выбиваем этот элемент из клетки и ставим x на его место. Если же

x ∈ Lo, то правило аналогично, только x может выбивать не только строго боль-

шие элементы, но и равные себе. С выбитым элементом повторяем те же действия

относительно второй строчки. Продолжаем этот процесс, пока очередной выбитый

элемент не оказывается в конце очередной строчки или не выбивается из последней

строки — в этом случае образуем новую строку из одного элемента.

Для w = x1x2 . . . xn определим R(w) формулой

R(w) := [(xn → (xn−1 → (xn−2 · · · → (x2 → (x1 → ∅)) . . . )]

На каждом шаге алгоритма кR(w) присоединяется одна новая клетка. ТаблицаЮнга

S(w) определяется нумерацией клеток в порядке их присоединения к R(w).

Пример. Пусть x1 < x2 < y1 < y2 и Le = {x1, x2}, Lo = {y1, y2}. Тогда слово w =

x1y1y1y2x2x1y1 под действием обобщенного RSK-алгоритма перейдёт в пару таблиц:

y1

y1

x2

x1 x1

y2

y1

6

5

3

1 2

7

4

Обозначим максимальное натуральное число, которое можно получить как сум-
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му длин k непересекающихся возрастающих (соотв. убывающих) подпоследователь-

ностей слова w, символом rk(w) (соотв. ck(w)).

Предложение 1.2.1. a) Обобщенный RSK-алгоритм дает биекцию между An и

парами (R, S), где R — Ap-таблица, S — таблица Юнга и R, S имеют общую

форму, состоящую из n клеток.

b) Выполнены равенства:

rk(w) =
k∑
i=1

λi(φp(w)) ; ck(w) =
k∑
j=1

λ′j(φp(w)).

Доказательство. Это утверждение является обобщением теоремы Шенстеда (см.

[51]). Как указано в [56, Prop.1], доказательство аналогично доказательству теоремы

Шенстеда (см., например, [23]).

Пусть Λ — алгебра симметрических функций от бесконечного числа переменных

(см. [39, Ch. 1.2]). Обозначим символом hn полные однородные симметрические функ-

ции, а символом sλ —функцииШура. Определим производящую функцию элементов

hn формулой

H(z) = 1 +
∞∑
n=1

hnz
n

и пусть

πP : Λ→ C

— гомоморфизм, задаваемый на базисе {hn} формулой

πP(H(z)) = eγz
∏
i≥1

1 + βiz

1− αiz

Предложение 1.2.2. a) Пусть PP(λ) — вероятность того, что заполнение диа-

граммы λ независимыми случайными буквами с распределением µ1 окажется Ap-

таблицей. Тогда

PP(λ) = πP(sλ)

б) Пусть λ ∈ Yn. Тогда:

µn(w : φp(w) = λ) = dimλπP(sλ) = MP
n (λ)
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Доказательство. Cм. [56, Prop.3 и Th.1].

Существуют другие обобщения RSK-алгоритма (см. [5], [49]), сохраняющие свой-

ства утверждений 1а) и 2б), но не удовлетворяющие утверждению 1б).

1.2.2

Будем называть множество I ⊂ A интервалом, если из неравенств:

a1 < a < a2, a1, a2 ∈ I, a ∈ A

следует, что a ∈ I. Для удобства в дальнейшем будем считать упорядочения алфа-

вита A такими, что G образует интервал.

Обозначим символами ni(R), n′j(R) число букв xi и yj в Ap-таблице R. Назовем

типом Ap-таблицы R совокупность чисел

type(R) := ({ni(R)}, {n′j(R)},m),

где m — число букв из G, стоящих в клетках R.

Напомним, что различным порядкам наA соответствуют различные отображения

φp : An → Yn.

Лемма 1.2.1. Пусть зафиксированы набор чисел ({ni}; {n′j};m) и диаграмма λ ∈

Yn. Тогда величина

µn(w ∈ An : φp(w) = λ; type(R(w)) = ({ni}; {n′j};m))

не зависит от упорядочения p.

Доказательство. Заметим, что вероятность совпадения двух букв из G в слове w

равна 0, поэтому можно считать, что все буквы из G, входящие в слово w, различны.

Пусть g1 < g2 < · · · < gm — произвольные буквы из G. Рассмотрим набор из |λ| букв

Ω = ({xi}, {yj}, g1, . . . , gm), в который буквы xi входят ni раз, а буквы yj — n′j раз. Бу-

дем заполнять клетки диаграммы λ буквами из Ω так, чтобы получалась Ap-таблица.
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По [49, Th.3] число таких заполнений не зависит от упорядочения p. Обозначим это

число символом d({ni}; {n′j};m). Каждому заполнению в силу утверждения 1а) соот-

ветствует ровно dimλ слов w, составленных из набора букв Ω. Поэтому вероятность

фиксированного заполнения диаграммы λ равна

dimλ
∏
i≥1

αnii
∏
j≥1

β
n′j
j

1

m!
,

где множитель 1
m!

возникает из условия g1 < g2 < · · · < gm. Следовательно, искомая

величина выражается формулой, не зависящей от упорядочения p:

µn(w ∈ An : φp(w) = λ; type(R(w)) = ({ni}; {n′j};m)) =

dimλ
d({ni}; {n′j};m)

m!

∏
i≥1

αnii
∏
j≥1

β
n′j
j .

Следствие 1. Распределение величин λPi (n) − Nxi(n), λ′Pj (n) − Nyj(n) не зависит от

порядка p.

Зафиксируем на A порядок p и пусть I — интервал алфавита A. Скажем, что

алфавит A∗ является укрупнением алфавита A, если интервал I заменяется одной

новой буквой z ∈ A∗ (остальные буквы не меняются). Будем считать, что z ∈ Le

(вне зависимости от того, каким из множеств Le, Lo, G принадлежали буквы из I), и

сопоставим букве z вероятность, равную µ1(I). В этом случае отображение φ∗p можно

естественным образом определить как

φ∗p : An → Yn,

то есть на том же вероятностном пространстве, что и отображение φp. В силу этого

можно сравнивать длины строк случайных диаграмм Юнга, порождаемых A и A∗.

Лемма 1.2.2. Для любого k > 0 выполнено неравенство

k∑
i=1

λPi (n) ≤
k∑
i=1

λP
∗

i (n)
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Доказательство. Вследствие утверждения 1b), имеем:

k∑
i=1

λPi (n) = rk(w);

k∑
i=1

λP
∗

i (n) = rk(w
∗).

Заметим, что любая возрастающая (в смысле нашего определения) подпоследо-

вательность слова w из A переходит в возрастающую подпоследовательность соот-

ветствующего слова w∗ ∈ A∗, так как новая буква z принадлежит множеству Le.

Поэтому для любого w выполнено неравенство

rk(w
∗) ≥ rk(w).

Определимтранспонирующее отображение, меняющее ролями строки и столбцы,

φpt : An → Yn,

следующим образом. Рассмотрим на A упорядочение, обратное p (будем обозначать

его pt), и будем считать, что:

Lte = Lo, Lto = Le.

Таким образом, параметры {βj} и {αi} меняются местами; φpt определяется обоб-

щенным RSK-алгоритмом, примененным к порядку pt и Lte, Lto, G. Будем обозначать

λt диаграмму Юнга, транспонированную к λ.

Лемма 1.2.3.

φp(w) = φpt(w)t для почти всех w.

Доказательство. Если все буквы из G, входящие в w, различны (это условие вызва-

но формальной несимметричностью отношений x1 ↗ x2 и x1 ↘ x2) , то легко видеть,

что возрастающая последовательность букв относительно p и Le ∪Lo — это убываю-

щая последовательность относительно pt,Lte ∪ Lto. Таким образом, лемма следует из

утверждения 1b).
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1.2.3

Пусть q1, q2, q3 ≥ 0, q1 < q3 и q1 + q2 + q3 = 1. Рассмотрим случайное блуждание

частицы по множеству {0, 1, 2 . . . }, в котором шаг вправо делается с вероятностью

q1, а шаг влево — с вероятностью q3, за исключением точки 0. Вначале частица

находится в 0. Обозначим символом Ψq3,q1(n) положение частицы после n-ого шага.

Иначе говоря, Ψq3,q1(n) — марковская цепь с переходной матрицей

D =


q3 + q2 q1 0 0 . . . . . .

q3 q2 q1 0 0 . . .

0 q3 q2 q1 0 . . .
... . . . . . . . . . . . . . . .


и начальным вектором ~a0 = (1, 0, 0, 0, . . .).

Лемма 1.2.4. Существует константа C, не зависящая от n, такая что

EΨq3,q1(n) < C для любого n

Доказательство. Определим вектор ~a формулой

~a = (2, 2

(
q1

q3

)
, 2

(
q1

q3

)2

, . . .)

Легко видеть, что ~aD = ~a. Кроме того, вектор ~a покомпонентно больше, чем на-

чальный вектор этой марковской цепи ~a0 = (1, 0, 0, 0, . . .). Из неотрицательности эле-

ментов матрицы D следует, что и ~aDn будет покомпонентно больше, чем ~a0D
n для

любого n. Но ~aDn = ~a, поэтому EΨq3,q1(n) для любого n будет ограничено числом

2
∞∑
i=0

i

(
q1

q3

)i

1.2.4

Зафиксируем порядок на A. Пусть буквы a, b ∈ Le, a < b, образуют интервал отно-

сительно этого порядка (т.е. a и b — соседние буквы) и w ∈ An — слово, подаваемое
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на вход RSK-алгоритма. Обозначим символом wa,b слово, полученное из w вычерки-

ванием всех букв, кроме a и b.

Назовем возможным преобразованием слова wa,b слово (обозначим его символом

dw(wa,b)), в которое записывается тот порядок букв a и b, в котором они выбиваются

из первой строчки в процессе действия обобщенного RSK-алгоритма на слове w; если

какие-то буквы остались не выбитыми из первой строчки, то допишем их в конец

слова dw(wa,b) в том порядке, в котором они стоят в первой строчке.

Будем называть суффиксом слова w = z1z2 . . . zn любое слово вида

zkzk+1zk+2 . . . zn. Для всех суффиксов (включая пустой) слова wa,b определим раз-

ность числа букв b и числа букв a, входящих в них. Максимальную из этих разностей

назовем результатом и обозначим символом ρ(wa,b), а любой суффикс, на котором

она достигается, будем называть максимальным.

Легко видеть, что если применять RSK-алгоритм непосредственно к слову wa,b,

то в первой строчке останутся не выбитыми ровно ρ(wa,b) букв b.

Пример. Пусть x1 < x2 < x3 ∈ Le и w = x2x1x3x2x1x2x3x3x2x3x1x3x2. Тогда

wx2x3 = x2x3x2x2x3x3x2x3x3x2, максимальный суффикс wx2,x3 состоит из 6 последних

букв и ρ(wx2,x3) = 2. При этом выполнено

dw(wx2,x3) = x2x3x2x3x2x3x2x2x3x3.

Лемма 1.2.5.

ρ(dw(wa,b)) ≤ ρ(wa,b)

для любого w.

Доказательство. Шаг 1

Будем образовывать пары букв из слова wa,b. В каждой паре будет одна буква b

и одна буква a, причем буква a будет стоять в слове wa,b правее, чем буква b из этой

пары. Составим эти пары следующим образом: первой возьмём самую правую букву

a и поставим ей в соответствие ближайшую к ней слева букву b. Затем возьмём самую

правую из ещё не выбранных букв a и поставим ей в пару самую ближнюю к ней

слева букву b из числа ещё не выбранных. Проделаем эту процедуру максимально
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возможное число раз. Буквы b, не вошедшие в пары, будем называть черными, а

вошедшие — белыми.

Для слова wx2,x3 из примера (см. выше) разбиение на пары будет выглядеть сле-

дующим образом:

x2 x3 x2 x2 x3 x3 x2 x3 x3 x2

Шаг 2

Докажем, что ровно ρ(wa,b) букв b не вошло в пары. Действительно, пусть число

черных букв равно ρ′. Рассмотрим суффикс, начинающийся с самой левой из черных

букв. Каждая буква a из этого суффикса должна быть сопоставлена с буквой b из

этого же суффикса. Поэтому разность числа букв b и a для него равна ρ′. Значит,

ρ(wa,b) ≥ ρ′. С другой стороны, в максимальном суффиксе должно быть как минимум

ρ(wa,b) черных букв. Поэтому ρ′ = ρ(wa,b).

Будем для удобства считать, что в ходе RSK-алгоритма выбивается сначала белая

буква b, и только если такой нет — то черная. Понятно, что эта условность никак не

влияет на ход алгоритма.

Шаг 3

Покажем, что в каждой паре буква b будет выбита раньше, чем соответствующая

ей буква a. Будем доказывать это утверждение индукцией по числу пар. Рассмотрим

самую левую пару. Буква b, входящая в нее, является первой белой буквой b в слове,

поэтому буква a из этой пары обязана её выбить. Для k-ой слева пары рассуждение

аналогично: в момент прихода буквы a из этой пары белые буквы b из предыдущих

k− 1 пары уже выбиты (по предположению индукции), поэтому пришедшая буква a

обязана выбить букву b именно из своей пары (если она не была выбита раньше, что

также возможно). Поэтому порядок в паре будет тот же и после любого возможного

преобразования строки wa,b.

Следовательно, в результат слова dw(wa,b) могут дать положительный вклад лишь
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чёрные буквы слова wa,b, которых ровно ρ(wa,b). Поэтому результат слова не увели-

чивается после возможного преобразования.

1.3 Доказательства теорем

1.3.1 Доказательство теоремы 2 для конечного A

Докажем теорему 2 для частного случая, а именно: предположим, что среди α- и

β-параметров имеется лишь конечное число ненулевых и что γ = 0. В этом случае

теорему достаточно доказать для случая, когда K равно числу всех ненулевых α-

параметров, а L равно числу всех ненулевых β-параметров. Таким образом, алфавит

A = {x1, x2, . . . , xK} ∪ {y1, y2, . . . , yL}.

В силу следствия из леммы 1, утверждения теоремы достаточно доказать для

какого-то одного порядка. Упорядочим алфавит A следующим образом:

x1 < x2 < · · · < xK < yL < yL−1 < · · · < y2 < y1.

Будем применять к случайному слову w ∈ An обобщенный RSK-алгоритм. Обо-

значим символом ξij(n) число букв xj в i-ой строчке получающейся A-таблицы. Легко

видеть, что при введенном порядке ξij(n) = 0, если i > j.

Последовательность случайных величин {ψ(n)} назовём L-ограниченной, если су-

ществует константа C, не зависящая от n и такая, что

E|ψ(n)| < C для любого n

Будем обозначать любые последовательности L-ограниченных случайных вели-

чин символом {L(n)}. Заметим, что выполнены соотношения

{L(n)}+ {L(n)} = {L(n)}, {L(n)} − {L(n)} = {L(n)}.

Сначала докажем утверждение теоремы для строк. Будем вести индукцию по

строкам.
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1) Первая строка

Оценка снизу. Заметим, что все буквы x1 стоят в первой строке. Поэтому

λP1 (n) ≥ Nx1(n).

Оценка сверху. Посмотрим, по каким правилам меняется число ξ1
k(n) при k ≥ 2.

Увеличиваться оно может только в случае появления буквы xk, что происходит с

вероятностью αk. Если же появляется xk−1, что происходит с вероятностью αk−1 >

αk, и ξ1
k 6= 0, то ξ1

k обязано уменьшиться на 1. В силу леммы 4, это означает, что

последовательность ξ1
k(n) L-ограничена. Из определения A-таблицы следует, что в

каждой строке не больше одной буквы yj. Поэтому

λP1 (n) = Nx1(n) + {L(n)}

2) Зафиксируем l ≤ K. Пусть утверждение теоремы верно для первых l−1 строк.

Докажем его для l-ой.

Оценка снизу. Буква xl не может попасть ниже l-ой строки. С другой стороны,

по уже доказанному, выше l-ой строки может быть лишь L-ограниченное количество

букв xl. Поэтому

λPl (n) ≥ Nxl(n)− {L(n)}.

Оценка сверху. Обозначим символом w0 слово на входе обобщенного RSK-

алгоритма, и символами w1, w2, . . . — слова, в которые записываются буквы в том

порядке, в котором они выбиваются из первой, второй, ... строчек.

Докажем L-ограниченность величины ξlk(n) при k > l. Заметим, что wi−1
xk−1,xk

—

это последовательность букв xk−1 и xk поступающих в i-ую строку, а wixk−1,xk
— по-

следовательность букв xk−1 и xk выбиваемых из i-ой строки. Поэтому слово wixk−1,xk

является возможным преобразованием слова wi−1
xk−1,xk

, из которого вычеркнуты те

буквы xk−1 и xk, которые остались не выбитыми из i-ой строки. Но таких букв, по

предположению индукции, L-ограниченное число. Поэтому из леммы 5 следует, что:

ρ(wixk−1,xk
) ≤ ρ(wi−1

xk−1,xk
) + {L(n)}, i = 1 . . . l − 1. (1.3.1)
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Суммируя неравенства (1.3.1) по i = 1 . . . l − 1, получаем

ρ(wl−1
xk−1,xk

) ≤ ρ(w0
xk−1,xk

) + {L(n)}.

Кроме того,

ρ(w0
xk−1,xk

) = {L(n)}

в силу леммы 4. Рассуждая так же, как при доказательстве оценки сверху для первой

строчки, приходим к неравенству

ξlk(n) ≤ ρ(wl−1
xk−1,xk

).

Следовательно, ξlk(n) — L-ограниченная величина для любого k > l. Как уже было

замечено, в каждой строчке не может быть больше одной буквы yj (для каждого j).

Значит,

λPl (n) = Nxl(n) + {L(n)}.

Для оценки величин λ
′P
1 (n), . . . , λ

′P
L (n) рассмотрим транспонирующее отображе-

ние. К мере, задаваемой параметрами P t = ({βj}, {αi}, γ), мы можем применить уже

доказанные оценки для строчек. В силу леммы 3, получаем

λ
′P
1 (n) = λP

t

1 (n) = Ny1(n) + {L(n)},
...

λ
′P
L (n) = λP

t

L (n) = NyL(n) + {L(n)}.

1.3.2 Доказательство теоремы 2 для общего случая

Пусть P = ({αi}, {βj}, γ) — параметры, удовлетворяющие условию строгой монотон-

ности (1.1.1). Докажем сначала теорему для длин строк — утверждение для столбцов

получится отсюда с помощью транспонирующего отображения.

В силу следствия из леммы 1, оценки сверху и снизу на величину E(λPi (n)−Nxi(n))

можно доказывать для различных упорядочений алфавита A. Введем порядок p1 на

A:
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x1 < x2 < · · · < y1 < y2 < · · · < G.

Оценка снизу. Для порядка p1 буквы x1, x2, . . . , xK эволюционируют вне зависи-

мости от других букв, поэтому оценка

λPi (n) ≥ Nxi(n) + {L(n)} i = 1 . . . K

доказывается аналогично случаю конечного A.

Идея доказательства оценки сверху состоит в сведении общего случая к случаю

конечного числа параметров с помощью операции укрупнения. Порядок p2, исполь-

зуемый для оценки сверху, определим так, чтобы были возможны операции укрупне-

ния, предписанные нижеследующими шагами (то есть буквы, которые будет нужно

отождествить, должны образовывать интервалы относительно порядка p2). Нашей

целью является получение после нескольких укрупнений конечного числа парамет-

ров, причём K первых по величине α-параметров не должны измениться и все α-

параметры должны быть различны.

1) Пусть число α-параметров в P бесконечно. Рассмотрим два случая:

а) Допустим, существует l ∈ N такое, что выполнено неравенство

∑∞

i=l+1
αi < αK

и для любого r ≤ l верно:

∑∞

i=l+1
αi 6= αr

В этом случае отождествим буквы xl+1, xl+2, xl+3 . . . .

б) Если такого l, как требуется в пункте а), не существует, то, как легко видеть,

найдутся l1,m1 ∈ N такие, что для некоторого r ≤ l1 верно:

∑∞

i=l1+1
αi = αr < αK

и выполняются условия
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αr >
∑l1+m1

i=l1+1
αi > αr+1,

∑∞

i=l1+m1+1
αi < αl1 .

В этом случае отождествим буквы xl1+1, . . . , xl1+m1 , а также (отдельно)

xl1+m1+1, xl1+m1+2, xl1+m1+3 . . . .

После проведенных операций укрупнения остается конечное число попарно раз-

личных α-параметров. Обозначим минимальное из них символом αR.

2) Если число β-параметров бесконечно, то выберем l2 так, чтобы было выполнено

условие

∑∞

i=l2+1
βi < αR, (1.3.2)

и отождествим буквы yl2+1, yl2+2, yl2+3 . . . . Напомним, что после такой операции

укрупнения возникает новый α-параметр, который в силу (1.3.2) меньше других α-

параметров. Обозначим его символом αR+1.

3) Если γ > 0, то легко видеть, что найдутся m ∈ N и δ1 > δ2 > · · · > δm ∈ R

такие, что

δ1 + δ2 + · · ·+ δm = 0,

γ

m
+ δ1 < αR+1,

γ

m
+ δm > 0.

Разобьём G на непересекающиеся интервалы длины γ
m

+δ1, γ
m

+δ2, . . . , γ
m

+δm и отож-

дествим точки в каждом из этих интервалов. В результате такой операции укруп-

нения возникнет m новых α-параметров, а из выбора δi следует, что эти параметры

будут попарно различны и меньше всех полученных на предыдущих шагах.

Таким образом, каждый набор параметров P можно операциями укрупнения,

описанными в 1)-3), свести к случаю конечного числа параметров, при этомK первых

по величине α-параметров не меняются. Обозначим полученный набор параметров
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символом P∗. Напомним, что величины λP
∗

i (n) естественным образом определены на

(An, µn).

Оценка сверху.

1) Первая строка.

По лемме 2

λP1 (n) ≤ λP
∗

1 (n).

Так как P∗ соответствует случаю конечного алфавита, то по уже доказанному

λP
∗

1 (n) ≤ Nx1(n) + {L(n)}.

Следовательно,

λP1 (n) ≤ Nx1(n) + {L(n)}.

2) Докажем утверждение для l-ой строки. По лемме 2

λP1 (n) + λP2 (n) + · · ·+ λPl (n) ≤ λP
∗

1 (n) + λP
∗

2 (n) + · · ·+ λP
∗

l (n).

Из уже доказанного в 3.1 имеем

λP
∗

1 (n) + λP
∗

2 (n) + · · ·+ λP
∗

l (n) ≤ Nx1(n) + · · ·+Nxl(n) + {L(n)}.

Из оценки снизу получаем

λP1 (n) + λP2 (n) + · · ·+ λPl−1(n) ≥ Nx1(n) + · · ·+Nxl−1
(n) + {L(n)}.

Следовательно,

λPl (n) ≤ Nxl(n) + {L(n)}.

Доказательство утверждения теоремы для длин столбцов следует из утверждения

для строк аналогично случаю конечного алфавита, что заканчивает доказательство

теоремы 2.

1.3.3 Доказательство теоремы 1

Простым вычислением характеристических функций можно показать, что
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ηn :=
(Nx1(n)− α1n√

n
,
Nx2(n)− α2n√

n
, . . . ,

NxK (n)− αKn√
n

,

Ny1(n)− β1n√
n

, . . . ,
NyL(n)− βLn√

n

)
−−→
Law

η,

где символом η обозначена многомерная гауссова случайная величина с нулевым

средним и матрицей ковариаций C, задаваемой формулой

C =



α1 − α2
1 −α1α2 −α1α3 . . . −α1αK −α1β1 . . . −α1βL

−α2α1 α2 − α2
2 −α2α3 . . . −α2αK −α2β1 . . . −α2βL

...
... . . . ...

...
...

...
...

−αKα1 −αKα2 . . . . . . αK − α2
K −αKβ1 . . . −αKβL

−β1α1 −β1α2 . . . . . . −β1αK β1 − β2
1 . . . −β1βL

...
...

...
...

...
... . . . ...

−βLα1 −βLα2 . . . . . . −βLαK −β1βL . . . βL − β2
L


Легко видеть, что вектор

ψn :=
({L(n)}, {L(n)}, . . . , {L(n)})√

n
−−→
prob

0

для произвольных L-ограниченных последовательностей случайных величин (обо-

значенных как {L(n)}). Хорошо известно (см., например, [7, Th 3.1]), что из η0
n −−→

Law
η0

и ψ0
n −−→

prob
0 следует, что

η0
n + ψ0

n −−→
Law

η0

Поэтому

(λP1 (n)− α1n√
n

,
λP2 (n)− α2n√

n
, . . . ,

λPK(n)− αKn√
n

,

λ
′P
1 (n)− β1n√

n
. . .

λ
′P
L (n)− βLn√

n

)
= ηn + ψn −−→

Law
η

Таким образом, теорема 1 доказана.



Глава 2

Центральная предельная теорема для

планшерелевских представлений

бесконечномерной унитарной группы

2.1 Введение к главе 2

Асимптотический анализ мер на разбиениях, возникающих из теории представлений,

является хорошо известным и распространенным объектом для исследований. Он

важен для самой теории представлений (см. [17] и ссылки в ней) и тесно взаимосвя-

зан с теорией случайных матриц, системами взаимодействующих частиц, перечисли-

тельной комбинаторикой и другими областями, для которых он часто предоставляет

ключевые технические средста (см., например, [44], [48]).

Обычно такие меры возникают следующим образом. Пусть у нас есть группа с

хорошо известным набором неприводимых представлений, которые могут быть пара-

метризованы разбиениями или схожими объектами. Тогда разложение какого-либо

естественного приводимого представления этой группы на неприводимые компонен-

ты дает разложение общей размерности представления на размерности изотипиче-

ских компонент; отношение соответствующей размерности и размерности всего про-

странства и будет весом меры. Данная процедура корректно определена не только

31



32

для конечномерных представлений, но и для бесконечномерных с конечным следом;

вес (параметра) изотипической компоненты определяется в этом случае как след

проектора на нее, при условии, что след нормализован так, что его значение на тож-

дественном операторе равно 1.

Альтернативный подход к подобным мерам состоит в определении средних по

этим мерам на подходящих наборах функций на множестве параметров неприводи-

мых представлений. Эти средние возникают как следы операторов во всем простран-

стве представления, являющихся скалярными в каждой изотипической компоненте.

В свою очередь, эти операторы являются образами центральных элементов группо-

вой алгебры в случае, если группа конечна, и универсальной обертывающей алгебры

алгебры Ли в случае, если рассматривается группа Ли. Эти центральные элементы

образуют коммутативную подалгебру, которая отображается в алгебру функций на

параметрах, т.е. на разбиениях или схожих объектах. Значение функции, соответ-

ствующей центральному элементу, на параметре представления равняется (скаляр-

ному) значению этого элемента на этом неприводимом представлении.

С точки зрения теории вероятностей, данный подход выглядит полностью удовле-

творительным. Однако, с точки зрения теории представлений, не ясно, почему мы

можем рассматривать лишь коммутативные подалгебры, в то время как основной

интерес теории представлений заключается в некоммутативных эффектах.

Цель данной работы — продвинуться дальше этого коммутативного ограничения.

Более подробно, для некоторого представления бесконечномерной унитарной

группы с конечным следом, описанного ниже, мы рассматриваем семейство ком-

мутативных подалгебр универсальной обертывающей алгебры, таких что элементы

различных подалгебр, вообще говоря, не коммутируют. Далее, мы рассматриваем

предельный режим, для которого известно (см. [11]), что меры, отвечающие каж-

дой из подалгебр, аппроксимируются двумерными гауссовскими свободными поля-

ми (GFF — Gaussian Free Field). Мы изучаем “совместное распределение” этих GFF,

чтобы это ни могло значить.

Для любого элемента универсальной обертывающей алгебры можно определить
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его “среднее” как след его образа в представлении. Поэтому, при заданном представ-

лении, можно определить “средние” для произвольных произведений элементов из

наших подалгебр, несмотря на то, что они не коммутируют.

Наш основной результат заключается в том, что для некоторых планшерелевских

представлений эти “средние” сходятся к настоящим средним соответствующих на-

блюдаемых гауссовского процесса, состоящего из семейства коррелированных GFF.

Поэтому изначальное отсутствие коммутативности исчезает, но предельные гауссов-

ские свободные поля, возникающие из различных подалгебр, не становятся незави-

симыми.

Этот же предельный объект (набор коррелированных гауссовских свободных по-

лей) был ранее получен как универсальный глобальный предел для флуктуаций соб-

ственных значений различных подматриц вигнеровской эрмитовой случайной мат-

рицы, см. [8]. Можно предполагать, что этот процесс возникнет и для других, не

планшерелевских фактор-представлений бесконечномерной унитарной группы при

соответствующих предельных режимах.

2.2 Предварительные сведения

2.2.1 Бесконечномерная унитарная группа и её характеры

Пусть U(N) =
{

(uij)
N
i,j=1

}
— группа унитарных матриц N -ого порядка. Определим

цепочку вложенных групп

U(1) ⊂ U(2) ⊂ . . . U(N) ⊂ U(N + 1) ⊂ . . . ,

в которой вложение U(k) ⊂ U(k+1) определяется равенствами ui,k+1 = uk+1,i = 0, 1 ≤

i ≤ k, uk+1,k+1 = 1. Бесконечномерной унитарной группой называется объединение

этой цепочки групп

U(∞) =
∞⋃
N=1

U(N).
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Характером группы U(∞) называется функция χ : U(∞)→ C, удовлетворяющая

следующим свойствам:

1) χ(e) = 1, где e — единица группы U(∞) (нормированность);

2) χ(ghg−1) = χ(h), где h, g — произвольные элементы U(∞) (центральность);

3) матрица [χ(gig
−1
j )]ni,j=1 эрмитова и неотрицательно определена для любых

g1, . . . , gn ∈ U(∞) (положительная определенность);

4) ограничение χ на U(N) является непрерывной функцией для каждого N

(непрерывность).

Легко видеть, что множество всех характеров группы U(∞) выпукло. Экстре-

мальные точки этого множества будем называть экстремальными характерами.

Классификация экстремальных характеров дается теоремой, обычно называ-

емой теоремой Эдреи-Войкулеску (см. [57], [21], [53], [46], [14]). Оказывается,

что экстремальные характеры могут быть параметризованы множеством Ω =

(α+, α−, β+, β−, δ+, δ−), где

α± = α±1 ≥ α±2 ≥ · · · ≥ 0,

β± = β±1 ≥ β±2 ≥ · · · ≥ 0,

δ± ≥ 0,
∞∑
i=1

(α±i + β±i ) ≤ δ±, β+
1 + β−1 ≤ 1.

Вместо параметров δ± бывает удобно использовать параметры γ±, определяемые

формулой

γ± := δ± −
∞∑
i=1

(α±i + β±i ).

Для каждого ω ∈ Ω определим функцию fω0 : {u ∈ C : |u| = 1} → C по формуле

fω0 (u) = exp(γ+(u− 1) + γ−(u−1 − 1))
∞∏
i=1

(1 + β+
i (u− 1))

(1− α+
i (u− 1))

(1 + β−i (u−1 − 1))

(1− α−i (u−1 − 1))
,

и пусть

χω(U) =
∏

u∈Spectrum(U)

fω0 (u), U ∈ U(∞).
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Тогда функция χω является экстремальным характером группы U(∞), отвечающим

ω ∈ Ω.

Сигнатурой (также называемой старшим весом) длины N называется невозрас-

тающая последовательность из N целых чисел

λ = (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λN) , λi ∈ Z.

Хорошо известно, что неприводимые комплексные представления группы U(N)

параметризуются сигнатурами длины N (см., например, [58], [59]). Пусть DimN(λ)

— размерность неприводимого представления, параметризованного сигнатурой λ.

Обозначим символом χλ неприводимый нормированный характер группы U(N)

(т.е. функцию на группе, равную следу соответствующего оператора деленному на

DimN(λ)), отвечающий представлению, параметризованному сигнатурой λ.

Сопоставим сигнатуре λ две диаграммы Юнга (λ+, λ−) так, что λ+ задается неот-

рицательными λi, а λ− — отрицательными λi, то есть

λ = (λ+
1 , λ

+
2 , . . . ,−λ−2 ,−λ−1 ).

Для диаграммы Юнга µ пусть |µ| — число клеток в µ, и пусть d(µ) — число клеток

на диагонали диаграммы µ. Пусть d(λ+) = d+ и d(λ−) = d−. Определим модифици-

рованные координаты Фробениуса диаграммы Юнга µ = (µ1, . . . , µk) по формуле

ai = µi − i+
1

2
, bi = µ′i − i+

1

2
, 1 ≤ i ≤ d(µ), (2.2.1)

где µ′ обозначает диаграмму, транспонированную к µ.

Пусть для каждого N даны функции fN : U(N) → C, и функция f : U(∞) → C.

Будем говорить, что последовательность {fN} аппроксимирует функцию f , если

для любого фиксированного N0 ∈ N ограничения функций fN на U(N0) равномерно

сходятся к ограничениям функции f на U(N0).

Оказывается, экстремальные характеры U(∞) могут быть аппроксимированы

нормированными неприводимыми характерами групп U(N).
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Теорема 2.2.1. Пусть χω — экстремальный характер U(∞), отвечающий точке

ω = (α±, β±, δ±) ∈ Ω. Пусть {λ(N)} — последовательность сигнатур длины N ,

причем координаты Фробениуса диаграмм Юнга λ± равны a±i (N), b±i (N). Тогда нор-

мированные характеры χλ(N) аппроксимируют χ тогда и только тогда, когда

lim
N→∞

a±i (N)

N
= α±i , lim

N→∞

b±i (N)

N
= β±i , lim

N→∞

|λ±(N)|
N

= δ±.

Доказательство. Это теорема Вершика-Керова (см. [53]). Подробное доказательство

изложено в [46] и в [14].

2.2.2 Граф Гельфанда-Цетлина и когерентные системы мер

Пусть GTN — множество всех сигнатур длины N . Удобно также определить GT0 как

множество, состоящее из единственного элемента ∅. Будем говорить, что сигнатуры

λ ∈ GTN и µ ∈ GTN−1 перемежаются и писать µ ≺ λ, если выполнено условие

λi ≥ µi ≥ λi+1 для всех 1 ≤ i ≤ N − 1. Также будем считать, что ∅ ≺ λ для любого

λ ∈ GT1, и GT0 = {∅}.

Графом Гельфанда-Цетлина называется граф GT, множеством вершин которого

является
⋃∞
N=0 GTN , а ребро проводится между двумя сигнатурами λ и µ тогда и

только тогда, когда выполнено либо λ ≺ µ, либо µ ≺ λ. Путем между сигнатурами

κ ∈ GTK и ν ∈ GTN , K < N , называется последовательность

κ = λ(K) ≺ λ(K+1) ≺ · · · ≺ λ(N) = ν, λ(i) ∈ GTi.

Хорошо известно, что DimN(ν) равняется числу путей с началом в ∅ и концом в

ν ∈ GTN . Бесконечным путем называется бесконечная последовательность

∅ ≺ λ(1) ≺ λ(2) ≺ · · · ≺ λ(k) ≺ λ(k+1) ≺ . . . .

Пусть P — множество бесконечных путей. Введем на этом множестве топологию,

индуцированную топологией прямого произведения
∏∞

N=0 GTN , и снабдим P боре-

левской σ-алгеброй.
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Пусть MN — вероятностная мера на GTN . Назовем набор {MN}∞N=1 когерент-

ным семейством мер, если для любого N ≥ 0 и для любого λ ∈ GTN выполнено

соотношение

MN(λ) =
∑
ν:λ≺ν

MN+1(ν)
DimN(λ)

DimN+1(ν)
.

По заданной когерентной системе мер {MN}∞N=1 определим меру цилиндрического

множества, задаваемого фиксированными первыми N сигнатурами, формулой

P (λ(1), λ(2), . . . , λ(N)) =
MN(λ(N))

DimN(λ(N))
. (2.2.2)

Заметим, что эта вероятность зависит только от сигнатуры длины N , и не зависит от

λ(1), λ(2), . . . , λ(N−1). Из свойства когерентности следует, что так определенные меры

цилиндров согласованы и определяют вероятностную меру на P .

Пусть χ — произвольный характер группы U(∞). Рассмотрим разложение огра-

ничения этого характера на группу U(N) по характерам χλ

χ|U(N) =
∑

λ∈GTN

MN(λ)χλ. (2.2.3)

Легко проверить, что коэффициенты разложения MN(λ) образуют когерентную си-

стему мер на GT, и, наоборот, по любой когерентной системе мер на GT можно таким

образом построить характер группы U(∞).

2.2.3 Вероятностная мера, отвечающая одностороннему план-

шерелевскому характеру

Пусть χγ+ — экстремальный характер группы U(∞), возникающий при параметрах

α+,− = 0, β+,− = 0, γ− = 0 и ненулевом γ+. Этот характер из аналогии с клас-

сификацией характеров бесконечной симметрической группы естественно называть

односторонним планшерелевским. Будем обозначать когерентную систему мер на

GT, отвечающую этому характеру, символом P̃ γ+

N .

Пусть

P γ
L(λ) := P̃ γL

L (λ), L ∈ N,
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где γ > 0 — фиксированная константа.

Пусть u1, . . . , uL — собственные значения матрицы U ∈ U(L), и пусть dimµ — раз-

мерность неприводимого представления группы S(|µ|), соответствующего µ ∈ Y|µ|,

где Yn обозначает множество диаграмм Юнга с n клетками.

Для получения явной формулы для P γ
L(λ) следует, согласно (2.2.3), разложить

функцию

fγL0 (u1, . . . , uL) = exp

(
γL

L∑
i=1

(ui − 1)

)
по неприводимым характерам группы U(L), задаваемым, как известно (см., напри-

мер, [58], [59], [24]), функциями

χλ =
sλ(u1, . . . , uL)

DimL λ
,

где sλ — функции Шура (см., например, [39]).

Запишем функцию fγL0 (u1, . . . , uL) в виде

exp

(
γL

L∑
i=1

(ui − 1)

)
= exp(−γL2)

∞∑
n=1

(γL)npn1 (u1, . . . , uL)

n!
,

где p1(u1, . . . , uL) :=
∑L

i=1 ui. Воспользовавшись хорошо известной формулой (см.

[39])

pn1 (u1, . . . , uL) =
∑

λ∈YL(n)

dimλ · sλ,

где YL(n) — множество диаграмм Юнга с n клетками и не более, чем L строками,

получаем, что

P γ
L(λ) =


e−γL

2 (γL)λ1+···+λL

(λ1 + · · ·+ λL)!
dimλDimL λ, если λ1 ≥ · · · ≥ λL ≥ 0;

0, при других λ.
(2.2.4)

Таким образом, мера P γ
L сосредоточена на сигнатурах с неотрицательными коорди-

натами или, что то же самое, на диаграммах Юнга с не более, чем L строками.
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Приведем другое семейство мер на диаграммах Юнга, впервые рассмотренное

Бианом (см. [6]), очень близкое к семейству {P γ
L}. Пусть N и n — два натураль-

ных числа, и рассмотрим пространство V = (CN)⊗n. Пусть S(n) действует на V

перестановкой компонент, а U(N) действует естественным образом в каждом CN .

Из двойственности Шура-Вейля следует, что определенное таким образом пред-

ставление S(n) × U(N) имеет простой спектр, параметризованный диаграммами

Юнга λ ∈ Yn(N). При этом размерность неприводимой компоненты равняется

dimλDimN λ. Это служит мотивировкой для определения мерыMSW
n,N (λ) по формуле

MSW
n,N (λ) =

dimλDimN λ

Nn
, λ ∈ Yn(N).

Рассмотрим теперь пуассонизацию этого семейства мер, получаемую заменой n

на пуассоновскую величину с параметром ν и определяемую по формуле

MSWP
ν,N (λ) = e−ν

ν |λ|

|λ|!
MSW
|λ|,N(λ), λ ∈ Y. (2.2.5)

Из (2.2.4) и (2.2.5) следует, что

MSWP
[γL2],L(λ) = P γ

L(λ).

Пуассоновская величина с растущим параметром ν концентрируется вокруг ν, по-

этому свойства мер MSW
n,N близки к свойствам мер P γ

L при L = N и n = [γL2].

Как показано в [16], [27], [15], случайная диаграмма Юнга по мере P γ
L задает

случайный точечный процесс, являющийся ансамблем Шарлье (и, в частности, де-

терминантным процессом).

2.2.4 Известные результаты о планшерелевских вероятност-

ных мерах

В этом разделе мы перечислим некоторые известные результаты о мерах P γ
L(λ) и

MSW
[γL2],L(λ).

Будем изображать диаграмму Юнга повернутой так, чтобы её диагональ была

вертикальна, и пусть λ(x) : R → R — функция, соответствующая верхней границе

диаграммы, с условием λ(x) = |x| для достаточно больших |x| (см. рисунок 2.1).
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Рис. 2.1: Функция λ(x), сопоставляемая диаграмме Юнга λ = (4, 2, 1).

Пусть

λ̄(x) :=
λ(xL)

L

— нормированная граница диаграммы Юнга. Пусть диаграмма λ ∈ Y[γL2] выбирается

случайно по мере MSW
[γL2],L. В работе Биана (см. [6]) было показано, что при этом слу-

чайные функции λ̄(x) сходятся к (детерминированным) функциям λγ(x) (см. строгое

утверждение и формулы для λγ(x) в [6]). Иначе говоря, случайные диаграммы имеют

предельную форму (см. рисунок 2.2).

Пусть q(γ) — самая левая невырожденная точка предельной формы λγ(x) (см.

рисунок 2.2). Оказывается, что

dλ′γ(x)

dx

∣∣∣∣
x=q(γ)+0

=


+1, если γ > 1;

0, если γ = 1;

−1, если γ < 1.

В [15] было найдено локальное предельное поведение вблизи точки q(1) в критиче-

ском случае γ = 1 для пуассонизированной меры P 1
L.

После нахождения предельной формы следующим возможным вопросом является

нахождение флуктуаций диаграмм относительно этой предельной формы. Первый
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Рис. 2.2: Предельные формы для мер P γ
L(λ) и MSW

[γL2],L(λ)

результат такого рода был получен в [29] (подробное доказательство см. в [26]) для

меры Планшереля симметрической группы. Для мер MSW
[γL2],L теорема Керова была

получена в [40]. Неформально говоря, она утверждает, что

λ̄(x) = λγ(x) +
2

L
∆γ(x), L→∞,

где ∆γ(x) — это некоторый обобщенный гауссовский процесс.

В работе [12] были найдены локальные корреляции в трех предельных режи-

мах (синус, Эйри, Пирси) относительно более общего семейства мер, отвечающих

двустороннему планшерелевскому характеру, возникающему при ненулевых пара-

метрах γ+ и γ−. Кроме того, формулы из [12] позволяют предсказать предельную

форму диаграмм Юнга λ+ и λ− для двустороннего планшерелевского характера.

В [43] было показано, что существует предел

lim
L→∞

− ln
(
MSW

[γL2,L](λ)
)

L
,

где сходимость понимается в смысле сходимости по вероятности. Это утверждение

является некоторым аналогом теоремы Шеннона-Макмиллана-Бреймана.



42

2.2.5 Случайная функция высоты и GFF

В этом разделе мы приведем необходимые определения и сформулируем некоторые

результаты из [11].

Гауссовским семейством называется множество гауссовских величин {ξa}a∈Υ,

проиндексированное произвольным множеством Υ. Будем считать, что все гауссов-

ские величины центрированы, то есть выполнено условие

Eξa = 0, для всех a ∈ Υ.

Гауссовское семейство задает ковариационную функцию Cov : Υ×Υ→ R, определя-

емую формулой

Cov(a1, a2) = E(ξa1ξa2).

Предположим, что некоторая функция C̃ : Υ × Υ → R удовлетворяет следую-

щему условию: для любого n ≥ 1 и любых a1, . . . , an ∈ Υ, матрица (C̃(ai, aj))
n
i,j=1

симметрична и положительно определена. Тогда (см., например, [20]) существует

центрированное гауссовское семейство с ковариационной функцией C̃.

Пусть H := {z ∈ C : I(z) > 0} — верхняя комплексная полуплоскость. Пусть

C∞0 — пространство гладких вещественных функций на H с компактным носителем.

Пусть

G(z, w) := − 1

2π
ln

∣∣∣∣z − wz − w̄

∣∣∣∣ , z, w ∈ H,

и определим функцию C : C∞0 × C∞0 → R по формуле

C(f1, f2) :=

∫
H

∫
H
f1(z)f2(w)G(z, w)dzdz̄dwdw̄.

Гауссовским свободным полем (GFF) G на H с нулевым граничным условием

называется гауссовское семейство {ξf}f∈C∞0 с ковариационной функцией C. Поле G

не определено как случайная функция на H; однако, определены интегралы вида∫
γ
f(z)G(z)dz, где γ — контур конечной длины в H, а f(z) — непрерывная функция

на нем (см. [50]).

Определим функцию высоты

H : R≥0 × R≥1 × P → N
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по формуле

H(x, y, {λ(n)}) =
√
π
∣∣∣{i ∈ {1, 2, . . . , [y]} : λ

(y)
i − i+ 1

2
≥ x

}∣∣∣ ,
где λ(y)

i — координаты сигнатуры длины [y] из бесконечного пути. Снабдив P веро-

ятностной мерой µγ, мы получаем, что H(x, y, ·) =: H(x, y) становятся случайными

функциями, описывающими поведение некоторой случайной ступенчатой двумерной

поверхности или случайных ромбовидных тайлингов на полуплоскости (см. [11]).

Введем функции x(z), y(z) : H→ R формулами

x(z) = γ(1− 2R(z)), y(z) = γ|z|2.

“Перенесем” функцию H(x, y) на H — определим функцию

HΩ(z) = H(Lx(z), Ly(z)), z ∈ H.

Известно, см. [6], [11], что существует предельная (не случайная) функция высоты

h̃(z) := lim
L→∞

EHΩ(z)

L
, z ∈ H,

которая определяет предельную форму.

Флуктуации вокруг предельной формы изучались в [11], где было показано, что

поле флуктуаций

H(z) := HΩ(z)− EHΩ(z), z ∈ H, (2.2.6)

сходится к гауссовскому свободному полю, введенному выше.

В [11, Th. 1.3] была доказана следующая теорема:

Теорема 2.2.2. Пусть z1, . . . , zN ∈ H — различные точки комплексной полуплоско-

сти. Тогда выполнено

E(H(z1) . . .H(zN)) −−−→
L→∞

∑
σ∈PM

l/2∏
j=1

G(zσ(2j−1), zσ(2j)),

где PM — множество инволюций {1, 2, . . . , N} без неподвижных точек (в частно-

сти, PM = ∅, если N — нечетно).
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Также в [11, Th. 5.6, Th. 5.8] было доказано некоторое усиление этой теоремы,

позволяющее усреднять подходящие тест-функции.

Сформулируем схожее утверждение, доказываемое в настоящей работе, исполь-

зующее другое множество пробных функций.

Определим момент случайной функции высоты формулой

My,k :=

∫ ∞
−∞

xk(H(Lx, Ly)− EH(Lx, Ly))dx.

Определим соответствующий ему момент гауссовского свободного поля формулой

My,k =

∫
z∈H;y=γ|z|2

x(z)kG(z)
dx(z)

dz
dz.

Предложение

2.2.1. При L → ∞, набор случайных величин {My,k}y>0,k∈Z≥0
сходится, в смысле

сходимости конечномерных распределений, к набору {My,k}y>0,k∈Z≥0
.

Это утверждение является частным случаем теоремы 2.3.1 (см. ниже).

2.2.6 Сходимость в смысле состояний

Пусть задано вероятностное пространство Ω и последовательность k-мерных случай-

ных векторов (η1
n, η

2
n, . . . , η

k
n) на нем, сходящаяся (в смысле сходимости моментов), к

гауссовскому случайному вектору (η1, . . . , ηk) с нулевым средним. Определим состо-

яние формулой

〈ξ〉Ω := Eξ, ξ ∈ L1(Ω).

Тогда мы можем записать эту сходимость в виде

〈ηi1n ηi2n . . . ηiln 〉Ω −−−→
n→∞

∑
σ∈P

l/2∏
j=1

〈ησ(2j−1)ησ(2j)〉Ω,

для любого l ≥ 1 и любых (i1, . . . , il) ∈ {1, 2, . . . , k}l, (2.2.7)

где PM — множество инволюций {1, 2, . . . , l} без неподвижных точек, также извест-

ных как совершенные паросочетания (в частности, PM— пустое множество, если l —
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нечетно). Действительно, по формуле Вика, в правой части (2.2.7) стоит выражение

для моментов вектора η.

Пусть дана произвольная ∗-алгебра A и состояние 〈 · 〉 (линейный функционал,

неотрицательный на элементах вида aa∗) на ней. Пусть a1, a2, . . . , ak ∈ A.

Предположим теперь, что элементы a1, . . . , ak и состояние на A зависят от расту-

щего параметра L, и пусть задана некоторая ∗-алгебра A, порождаемая элементами

a1, . . . , ak, и состояние φ на ней. Будем говорить, что последовательность (a1, . . . , ak)

сходится к (a1, . . . , ak) в смысле состояний, если

〈ai1ai2 . . . ail〉 −−−→
L→∞

φ(ai1 . . . ail), (2.2.8)

причем это равенство выполняется для всех l ∈ N и наборов индексов (i1, i2, . . . , il) ∈

{1, 2, . . . , k}l.

Будем говорить, что набор {ai}i∈J ⊂ A, проиндексированный произвольным мно-

жеством J и зависящий от растущего параметра L, сходится в смысле состояний к

набору {ai}i∈J ⊂ A, если условие (2.2.8) выполняется для любого конечного набора

элементов из {ai}i∈J и соответствующих им элементов из {ai}i∈J.

2.2.7 Алгебра сдвинуто-симметрических функций

В этом разделе мы приведем некоторые факты об алгебре сдвинуто-симметрических

функций, см. [45], [34], [26].

Пусть x1, x2, . . . — переменные. Обозначим символом Λ∗(n) алгебру полиномов от

n переменных, симметричных по новым переменным

yi := xi − i+
1

2
, i = 1, 2, . . . , n.

Будем рассматривать фильтрацию Λ∗(n), определяемую степенью полиномов. Пусть

Λ∗(n) → Λ∗(n − 1) — отображение, порождаемое специализацией xn = 0. Алгеброй

сдвинуто-симметричных функций Λ∗ называется проективный предел Λ∗(n) отно-

сительно этих отображений в категории фильтрованных алгебр.
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Алгебра Λ∗ порождается алгебраически независимым набором функций {pk}∞k=1,

где

pk(x1, x2, . . . ) :=
∞∑
i=1

((
xi − i+

1

2

)k
−
(
−i+

1

2

)k)
, k = 1, 2, . . .

Пусть ρ, λ ∈ Y := Y0 ∪ Y1 ∪ Y2 ∪ . . . , и пусть r = |ρ| и n = |λ|. Для r = n

обозначим символом χλρ значение характера представления симметрической группы

S(n), отвечающего разбиению λ, на классе сопряженности, отвечающему разбиению

ρ. В случае r < n будем обозначать символом χλρ значение того же характера на

классе сопряженности ρ∪1n−r = (ρ, 1, 1, . . . , 1) ∈ Yn. Определим функцию p#
ρ : Y→ R

по формуле

p#
ρ (λ) =

n(n− 1) . . . (n− r + 1)
χλρ

dimλ
, n ≥ r;

0, n < r.

Оказывается, существует единственный элемент p#
ρ ∈ Λ∗, который для всех λ ∈

Y принимает при xi = λi значение p#
ρ (λ). Известно, что набор {p#

ρ }ρ∈Y образует

линейный базис в алгебре Λ∗. При ρ = (k), то есть если диаграмма Юнга ρ состоит

лишь из одной строки длины k, будем обозначать элемент p#
ρ символом p#

k . Известно,

что набор {p#
k }∞k=1 составляет алгебраически независимую систему образующих в Λ∗.

Определим вес элемента p#
ρ по формуле

wt(p#
ρ ) = |ρ|+ l(ρ),

и пусть wt(f) для произвольного f ∈ Λ∗ определяется как максимальный из весов

элементов p#
ρ , входящих в линейное разложение f с ненулевым коэффициентом. Ока-

зывается (см. [26]), что wt(·) задает фильтрацию на Λ∗, которую мы будем называть

весовой фильтрацией.

Нам потребуется следующая формула перехода между системами образующих

{pk} и {p#
k } (см. [26, Prop 3.7]):

pk =
1

k + 1
[uk+1]

{
(1 + p#

1 u
2 + p#

2 u
3 + . . . )k+1

}
+ . . . , (2.2.9)

где точками обозначены члены веса не более k, а символ [uk]{A(u)} обозначает ко-

эффициент при uk у степенного ряда A(u).
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2.3 Формулировка результата

2.3.1 Характеры и состояния на универсальной обертываю-

щей алгебре

В данном разделе мы рассмотрим другой, более общий, подход к асимптотическому

анализу представлений U(∞).

Пусть I — произвольное конечное множество натуральных чисел. Пусть U(I) =

{(uij)i,j∈I} — группа унитарных матриц, составленных из элементов, индексы кото-

рых лежат в множестве I.

Пусть gl(I) = {(gij)i,j∈I} — комплексифицированная алгебра Ли группы U(I),

являющаяся алгеброй всех матриц с элементами, проиндексированными множеством

I. Пусть U(gl(I)) — универсальная обертывающая алгебра gl(I), и Z(gl(I)) — ее

центр. Обозначим символом

U(gl(∞)) :=
⋃
N≥1

U(gl({1, 2, . . . , N}))

универсальную обертывающую алгебру gl(∞).

Пусть D(I) — алгебра левоинвариантных дифференциальных операторов на U(I)

с комплексными коэффициентами. Хорошо известно (см., например, [59]), что суще-

ствует канонический изоморфизм

DI : U(gl(I))→ D(I).

Пусть χ — произвольный характер группы U(∞) (см. раздел 2.2.1), и пусть {xij}

— матричные координаты.

Определим состояние на U(gl(∞)), задав его значение на любом элементе X ∈

U(gl(∞)) формулой

〈X〉χ = DI(X)χ(xij)|xij=δij , X ∈ U(gl(I)). (2.3.1)

Заметим, что это определение согласовано для различных возможных выборов мно-

жества I. В конечномерной ситуации формула (2.3.1) дает (нормированный) след

образа X в представлении, отвечающему характеру χ.



48

Оказывается, вычислению состояния элемента X ∈ Z(gl(I)) можно придать ве-

роятностный смысл.

Пусть Sign(I) — копия множества GT|I|, отвечающая I. Будем обозначать коор-

динаты сигнатур этого множества, параметризующих неприводимые представления

группы U(I), символами λI1, λI2, . . . , λI|I|.

Аналогично разделу 2.2.2, ограничение характера χ на группу U(I) и его раз-

ложение по нормированным неприводимым характерам порождает вероятностную

меру на множестве сигнатур Sign(I).

Определим функции pk,I : Sign(I)→ R по формуле

pk,I =

|I|∑
i=1

(
λIi − i+

1

2

)k
−
(
−i+

1

2

)k
, k ∈ N.

Пусть A(I) — алгебра функций, порожденная набором pk,I . Хорошо известно, что

функции pk,I при k = 1, 2 . . . , |I| и фиксированном I алгебраически независимы и,

таким образом, являются системой образующих алгебры A(I).

Известно (см. например, [45]), что существует канонический изоморфизм

Z(gl(I))→ A(I), I ⊂ N, |I| <∞.

Для любого центрального элемента значение отвечающей ему функции на сигнатуре

равняется скалярному оператору, которым этот элемент становится на неприводимом

представлении, параметризованным этой сигнатурой. Несложно убедиться, что зна-

чение состояния 〈X〉χ для элемента X ∈ Z(gl(I)) равно математическому ожиданию

соответствующей элементу X функции из A(I) по вероятностной мере на множестве

сигнатур Sign(I).

Мы будем отождествлять функции из алгебры A(I) и элементы центра Z(gl(I))

и использовать для них одни и те же обозначения.

Соответствие pk,I → pk и каноническая проекция Λ∗ → Λ∗(|I|) задает естествен-

ный изоморфизм между алгебрами A(I) и Λ∗(|I|). Пусть p#
ρ,I — функции (а также

элементы Z(gl(I))), соответствующие p#
ρ относительно этого изоморфизма. Кроме

того, этот изоморфизм определяет весовую фильтрацию на A(I).
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Пусть S(gl(I)) — это симметрическая алгебра пространства gl(I). Пусть Ψ :

S(gl(I))→ U(gl(I)) — отображение специальной симметризации, см. статью [34].

Пусть {Eij} — базис gl(∞), составленный из матричных единиц, и пусть EI —

матрица, составленная из Eij, i, j ∈ I.

Рассмотрим p#
ρ,I как элементы Z(gl(I)). Оказывается (см. [34]), они могут быть

записаны в виде

p#
ρ,I = Ψ

(
tr(Ek1

I ) tr(Ek2
I ) . . . tr(E

kl(ρ)
I )

)
, ρ = (k1, k2, . . . , kl(ρ)),

где мы рассматриваем tr(Ek1
I ) tr(Ek2

I ) . . . tr(E
kl(ρ)
I ) в качестве элемента S(gl(I)). Из

этого следует (см. [34, уравнение (4)]), что для I ⊆ J выполнено

DJ(p#
ρ,I) =

∑
i1,...,ik∈I;α1,...,αk∈J

xα1i1 . . . xαkik∂α1s(1) . . . ∂αkis(k) , (2.3.2)

где k = |ρ| и s ∈ S(k) — произвольная перестановка с цикловой структурой ρ. В

дальнейшем формула (2.3.2) будет ключевой для явных вычислений.

2.3.2 Состояние, отвечающее одностороннему планшерелев-

скому характеру

В данной статье нас будет интересовать односторонний планшерелевский характер с

линейно растущим коэффициентом. Напомним, что этот характер задается форму-

лой

χ(U) = exp

(
γL

∞∑
i=1

(xii − 1)

)
, (2.3.3)

где U = [xij]i,j≥1, γ — фиксированное вещественное число, а L — растущий параметр.

Будем обозначать символом µγ вероятностную меру на пространстве путей P ,

отвечающую этому характеру, а символом 〈·〉 — соответствующее состояние на уни-

версальной обертывающей алгебре U(gl(∞)).

Используя (2.3.1) и (2.3.2), легко вычислить состояние на элементах p#
ρ,I :

〈p#
ρ,I〉 = |I|l(ρ) (γL)|ρ| = γ|ρ|

(
|I|
L

)|ρ|
Ll(ρ)+|ρ|. (2.3.4)
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Поскольку набор {p#
ρ,I} является базисом Z(gl(I)), то из этого следует, что при L→

∞ и
|I|
L
→ const > 0 выполнено

〈f〉 = O(Lwt(f)), f ∈ Z(gl(I)). (2.3.5)

Этот факт служит мотивировкой рассмотрения весовой фильтрации.

2.3.3 Основной результат

В этом разделе мы сформулируем основной результат данной работы.

Пусть A = {an}n≥1 — произвольная последовательность попарно различных на-

туральных чисел. Пусть PA — копия пространства путей, отвечающая этой последо-

вательности. По последовательности A определим функцию высоты

HA : R≥0 × R≥1 × PA → N

по формуле

HA(x, y, {λ{1,2,...,n}}) =
√
π
∣∣∣{i ∈ {1, 2, . . . , [y]} : λ

{a1,...,a[y]}
i − i+ 1

2
≥ x

}∣∣∣ ,
где λ{a1,...,a[y]}i — координаты сигнатуры длины [y] из бесконечного пути. Снабдив PA
вероятностной мерой µγ, мы получим, что HA(x, y, ·) =: HA(x, y) становятся случай-

ными функциями на вероятностном пространстве (PA, µγ). Пока последовательность

A используется лишь для маркировки вероятностного пространства; эти последова-

тельности начнут играть роль когда мы будем рассматривать совместные распределе-

ния нескольких HAi ниже. В терминах U(∞), выбор последовательности A отвечает

выбору башни

U(1) ⊂ U(2) ⊂ · · · ⊂ U(∞),

где U(k) = U({a1, a2, . . . , ak}) состоит из элементов U(∞), которые имеют нетриви-

альные матричные элементы в строках и столбцах с номерами из {a1, a2, . . . , ak}.

Ясно, что все такие башни сопряжены, и поэтому всякий характер U(∞) приводит

к одной и той же функции высоты вне зависимости от выбора A.
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Пусть {Ai}i∈J — семейство последовательностей попарно различных натуральных

чисел, проиндексированное произвольным множеством J. Введем обозначения

Ai = {ai,n}n≥1, Ai,m = {ai,1, . . . , ai,m}.

Будем считать, что числа ai,j = ai,j(L) зависят от растущего параметра L.

Назовем семейство {Ai}i∈J регулярным, если для любых i, j ∈ J и любых x, y > 0

существует предел

α(i, x; j, y) = lim
L→∞

|Ai,[xL] ∩ Aj,[yL]|
L

. (2.3.6)

Пример регулярного семейства. Пусть J = {1, 2, 3, 4}, и a1,n = n, a2,n = 2n, a3,n =

2n+ 1 и

a4,n =


n+ L, n = 1, 2, . . . , L,

n− L, n = L+ 1, L+ 2, . . . , 2L,

n, n ≥ 2L+ 1.

Возьмем множество копий H, проиндексированных множеством J, и рассмотрим

их объединение

H(I) :=
⋃
i∈I

Hi.

Определим функцию C : H(J)×H(J)→ R ∪ {+∞} по формуле

Cij(z, w) =
1

2π
ln

∣∣∣∣α(i, |z|2; j, |w|2)− zw
α(i, |z|2; j, |w|2)− zw̄

∣∣∣∣ , i, j ∈ J, z ∈ Hi, w ∈ Hj.

Предложение 2.3.1. Для любого регулярного семейства последовательностей на

H(J) существует обобщенный гауссов процесс с ковариационным ядром Cij(z, w).

Более подробно, для любого конечного семейства функций fm(z) ∈ C∞0 (Him) и

i1, . . . , iM ∈ J матрица ковариаций

cov(fk, fl) =

∫
H

∫
H
fk(z)fl(w)Cikil(z, w)dzdz̄dwdw̄ (2.3.7)
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положительно определена.

Доказательство. См. [8, Предложение 1] .

Обозначим полученный гауссов процесс символом G{Ai}i∈J . Ограничение этого

процесса на одну полуплоскость Hi является гауссовским свободным полем, введен-

ным выше, поскольку

Cii(z, w) = − 1

2π
ln

∣∣∣∣z − wz − w̄

∣∣∣∣ , z, w ∈ Hi, i ∈ J.

Как и в параграфе 2.2.5, “перенесем” функцию HA(x, y) на H — определим функцию

HΩ
A(z) = HA(Lx(z), Ly(z)), z ∈ H.

Как уже упоминалось (см. теорему 2.2.2), флуктуации

Hi(z) := HΩ
Ai

(z)− EHΩ
Ai

(z), i ∈ J, z ∈ Hi, (2.3.8)

при фиксированном i сходятся к гауссовскому свободному полю. Выбор последова-

тельности Ai здесь не важен, так как подходящим сопряжением перестановочной

матрицей задача сводится к случаю A = N.

Основная цель данной работы заключается в изучении совместных флуктуаций

(2.3.8) для различных i. Мы будем понимать совместные флуктуации величин Hi

следующим образом. Определим момент случайной функции высоты формулой

Mi,y,k :=

∫ ∞
−∞

xk(HAi(Lx, Ly)− EHAi(Lx, Ly))dx. (2.3.9)

Оказывается (см. (2.3.10) ниже), что функция Mi,y,k принадлежит алгебре A(Ai,[Ly])

и поэтому этой функции отвечает некоторый элемент из Z(gl(Ai,[Ly])), см. раздел

2.3.1. Обозначим этот элемент также символом Mi,y,k. Отметим, что элементы Mi,y,k

при всех возможных значениях i, y, k лежат в одной объемлющей алгебре U(gl(∞)) с

определенным на ней состоянием 〈 · 〉 (см. раздел 2.3.2). Поэтому мы можем говорить

о сходимости этих элементов в смысле состояний (см. раздел 2.2.6). Нас интересует

их предельное распределение при L→∞.
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Мы доказываем, что совокупность {Hi}i∈J сходится к обобщенному гауссовскому

процессу G{Ai}i∈J . Определим соответствующие моменты процесса G{Ai}i∈J формулой

Mi,y,k =

∫
z∈H;y=γ|z|2

x(z)kGAi(z)
dx(z)

dz
dz.

Теорема 2.3.1. При L → ∞, для любого регулярного семейства последователь-

ностей J моменты {Mi,y,k}i∈J,y>0,k∈Z≥0
сходятся в смысле состояний к моментам

{Mi,y,k}i∈J,y>0,k∈Z≥0
.

Таким образом, в пределе при L→∞ некоммутативность подалгебры U(gl(∞)),

порожденной элементами Mi,y,k, исчезает (предельная алгебра A оказывается ком-

мутативной), однако случайные поля Hi для различных индексов i не становятся

независимыми.

Пусть u = Lx. По определению функции высоты

d

du
HAi(u, [Ly]) = −

√
π

[Ly]∑
s=1

δ

(
u−

(
λ
Ai,[Ly]
s − s+

1

2

))
.

Напомним, что сдвинутой степенной суммой называется выражение

pk,I =

|I|∑
i=1

((
λIi − i+

1

2

)k
−
(
−i+

1

2

)k)
, I ⊂ N.

Функции pk,I ∈ A(I) и поэтому им соответствуют некоторые элементы из Z(gl(I))

(см. 2.3.1). Эти элементы также будем обозначать символом pk,I .

Интегрирование по частям равенства (2.3.9) показывает, что можно записать

Mi,y,k в виде

L−(k+1)
√
π

k + 1

 [Ly]∑
s=1

(
λ
Ai,[Ly]
s − s+

1

2

)k+1

− E

[Ly]∑
s=1

(
λ
Ai,[Ly]
s − s+

1

2

)k+1


=
L−(k+1)

√
π

k + 1
(pk+1,I − Epk+1,I). (2.3.10)

Поэтому Теорема 2.3.1 может быть переформулирована следующим образом:

Теорема 2.3.2. Пусть k1, . . . , km ≥ 1 и I1, . . . , Im — конечные подмножества в N,

зависящие от параметра L так, что существуют пределы
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ηr = lim
L→∞

|Ir|
L

> 0, crs = lim
L→∞

|Ir ∩ Is|
L

.

Тогда, при L→∞, набор

(
L−kr (pkr,Ir − Epkr,Ir)

)m
r=1

из элементов U(gl(∞)) сходится, в смысле сходимости состояний (см. (2.2.8)), к

гауссовскому вектору (ξ1, . . . , ξm) с нулевым средним и ковариацией

Eξrξs =
krks
π

∮
|z|2= ηr

γ
;I(z)>0

∮
|w|2= ηs

γ
;I(w)>0

(x(z))kr−1(x(w))ks−1

× 1

2π
ln

∣∣∣∣crs/γ − zwcrs/γ − zw̄

∣∣∣∣ d(x(z))

dz

d(x(w))

dw
dzdw.

2.4 Подсчет ковариации

В этом разделе будет подсчитана асимптотическая ковариация элементов pk,I1 , pl,I2
(см. теорему 2.3.2). Сначала мы найдем ковариацию для элементов p#

k,I , после чего

ковариация для элементов pk,I будет найдена из формулы для замены базиса (2.2.9).

Основным результатом данного параграфа является предложение 2.4.1.

Пусть даны множества I = I(L) ⊂ N, I1 = I1(L) ⊂ N, I2 = I2(L) ⊂ N такие, что

существуют пределы

η = lim
L→∞

|I|
L
, η1 = lim

L→∞

|I1|
L
, η2 = lim

L→∞

|I2|
L
, c = lim

L→∞

|I1 ∩ I2|
L

.

Напомним, что состояние 〈·〉 также зависит от параметра L, см. раздел 2.3.2.

Лемма 2.4.1. В обозначениях выше имеем〈
p#
k,I1
− 〈p#

k,I1
〉

Lk
·
p#
l,I2
− 〈p#

l,I2
〉

Ll

〉
−−−→
L→∞

min(k,l)∑
n=1

n

(
k

n

)(
l

n

)
cnγk+l−n. (2.4.1)

Доказательство. Доказательство этой леммы, использующее явную формулу (см.

(2.3.2)) для дифференциальных операторов D(p#
k,I), приведено в разделе 2.5.2.
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Пусть u и v — формальные переменные. Найдем производящую функцию полу-

ченного выражения.

Лемма 2.4.2. Выполнено следующее равенство

∞∑
k=1

∞∑
l=1

min(k,l)∑
n=1

n

(
k

n

)(
l

n

)
cnγk+l−n

ukvl =
cγuv

((1− γu)(1− γv)− cγuv)2
. (2.4.2)

Доказательство. Пусть x1 = γu, x2 = γv, x3 =
c

γ
, и пусть x, y — формальные

переменные. Ясно, что

1 +
∞∑
k=1

k∑
n=1

(
k

n

)
ynxk =

1

1− (1 + y)x
.

Дифференцированием этого равенства по y n раз получаем, что

∞∑
k=n

(
k

n

)
xk =

xn

(1− x)n+1
.

Следовательно, выполняется равенство

1

(1− x1)(1− x2)
+
∞∑
n=1

∞∑
k=n

∞∑
l=n

(
k

n

)(
l

n

)
xk1x

l
2x

n
3 =

1

(1− x1)(1− x2)

+
∞∑
n=1

xn1
(1− x1)n+1

xn2
(1− x2)n+1

xn3 =
1

(1− x1)(1− x2)− x1x2x3

.

Дифференцируя полученное равенство по x3, мы получаем утверждение леммы.

Лемма 2.4.3. В обозначениях начала параграфа имеем

p#
k,I − Lk+1ηγk

Lk
−−−→
L→∞

ξk,I ,
pk,I − Lk+1mk,η

Lk
−−−→
L→∞

ζk,I .

где ξk,I и ζk,I — нормальные случайные величины c нулевым средним, mk,η — неко-

торая положительная константа, а сходимость понимается как сходимость в

смысле состояний (см. раздел 2.2.6) 1.

1что в данном случае эквивалентно сходимости в смысле моментов, если рассматривать p#k,I и

pk,I как случайные величины на вероятностном пространстве Sign(I) с мерой P γL , см. раздел 2.2.3.
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Доказательство. Математическое ожидание для элементов p#
k,I дается формулой

(2.3.4). Существование предела

mk,η := lim
L→∞

〈pk,I〉
Lk+1

следует из разложимости элементов pk,I в линейную комбинацию p#
k,I . Таким обра-

зом, утверждение этой леммы — частный случай предложения 2.5.1, которое будет

доказано в разделе 2.5.

Напомним, что коэффициент при tk у формального степенного ряда A(t) мы обо-

значаем символом [tk]{A(t)}.

Замечание 1. Из формулы (2.2.9) легко видеть, что

mk,η =
1

k + 1
[uk+1]

{(
1 + ηγu2 + ηγ2u3 + . . .

)k+1
}

=
1

k + 1
[uk+1]

{(
1 +

γηu2

1− γu

)k+1
}
.

Вычисляя, получаем

mk,η =
1

k + 1

k+1∑
r=0

γk−r+1ηr
(
k + 1

r

)(
k − r
r − 1

)
.

При η = 1 эта величина совпадает с полученной в [40, Prop. 5].

Мы не определяем случайные величины ξk,I1 , ξl,I2 на одном вероятностном про-

странстве. Однако, мы будем использовать обозначение E(ξk,I1ξl,I2), определяемое по

формуле

E(ξk,I1ξl,I2) := lim
L→∞

〈
p#
k,I1
− Lk+1η1γ

k

Lk
·
p#
l,I2
− Ll+1η2γ

l

Ll

〉
.

Существование предела в этом выражении следует из предложения 2.5.1. Аналогич-

но, введем обозначение

E(ζk,I1ζl,I2) := lim
L→∞

〈
pk,I1 −mk,η1L

k+1

Lk
· pl,I2 −ml,η2L

l+1

Ll

〉
.
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Лемма 2.4.4. В обозначениях начала параграфа, с формальными переменными u,

v, имеем

E(ζk,I1ζl,I2) = [uk+1][vl+1]

{
E

((
∞∑
i=1

ξi,I1u
i

)(
∞∑
j=1

ξj,I2v
j

))

×

(
1 + η1u

∞∑
i=1

(γu)i
)k(

1 + η2v

∞∑
j=1

(γv)j

)l
 .

Идея доказательства. Напомним, что формула перехода между базисами имеет вид

(см. (2.2.9))

pk =
1

k + 1
[uk+1]

{
(1 + p#

1 u
2 + p#

2 u
3 + . . . )k+1

}
+ . . . , (2.4.3)

Неформально говоря, лемма 2.4.3 утверждает, что

p#
k,I = ηγkLk+1 + ξk,IL

k + o(Lk).

Рассматривая выражение

〈(pk,I1 − 〈pk,I1〉)(pl,I2 − 〈pl,I2〉)〉,

и подставляя в него формулу (2.4.3), мы получаем, что вклады степени Lk+l+2 и

Lk+l+1 сокращаются, а вклад в Lk+l возникает, если в одной из скобок, отвечающих

p#
r , выбирается слагаемое порядка Lr, а во всех остальных — максимальные. Из этого

следует утверждение леммы.

Формальное доказательство приведено в разделе 2.5.4.

Начиная с этого момента мы будем предполагать, что η1 ≤ η2.

Напомним, что функция x(z) была определена в разделе 2.2.5. Пусть a и b —

формальные переменные.

Лемма 2.4.5. В обозначениях начала параграфа имеем
∞∑

k,l≥1

E(ζk,I1ζl,I2)

ak+1bl+1
=
−1

(2π)2

∮
|z|2=

η1
γ

∮
|w|2=

η2
γ

1

a− x(z)

1

b− x(w)

c/η1

(cz/η1 − w)2
dzdw, (2.4.4)

где
1

a− x(z)
и

1

b− x(w)
понимаются как формальные степенные ряды по перемен-

ным
1

a
и

1

b
, соответственно. Кроме того, при η1 = η2 будем считать, что контур
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интегрирования по w имеет вид |w|2 =
η2

γ
+ δ, δ � 1, а выражение в правой части

(2.4.4) воспринимается как предел при δ → 0.

Доказательство. Будем теперь считать, что u,v — комплексные переменные, и пусть

контур Γu задается условием

u =
1

γ + r exp(iφ)
, φ ∈ [0, 2π],

где r — произвольное положительное число с условием r > 2γ, а контур Γv является

окружностью с центром в 0 и радиусом ε� 1. Тогда утверждение леммы 2.4.4 можно

записать в виде

∑
k,l≥1

E(ζk,I1ζl,I2)

ak+1bl+1
=
−1

4π2

∮
u∈Γu

∮
v∈Γv

E(
∑

m,n≥1 ξm,I1ξn,I2u
mvn)

(ua− (1 + η1(γu2 + γ2u3 + . . . )))(vb− (1 + η2(γv2 + γ2v3 + . . . )
dudv

=
−1

4π2

∮
u∈Γu

∮
v∈Γv

1

(ua− 1− η1γu2

(1−γu)
)

1

(vb− 1− η2γv2

(1−γv)
)

× cγuv

((1− γu)(1− γv)− cγuv)2
dudv, (2.4.5)

где в последнем равенстве используются леммы 2.4.1 и 2.4.2 (несимметричный выбор

контуров Γu и Γv связан с неравенством η1 ≤ η2). Сделаем замену переменных

z =
−η1

(1/u− γ)
, w =

−1

γv
+ 1.

При такой замене переменных контуры Γu и Γv перейдут в контуры Γz и Γw, также

обходящие вокруг 0, при этом контур Γz находится внутри контура Γw. Равенство

(2.4.5) после такой замены приобретает вид

∑
k,l≥1

E(ζk,I1ζl,I2)

ak+1bl+1
=
−1

4π2

∮
Γz

∮
Γw

1

a+ (η1/z + γ(−1 + z))

1

b+ (η2/w + γ(−1 + w))

× c/η1

(cz/η1 − w)2
dzdw.
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Напомним, что выражение в правой части рассматривается как формальный сте-

пенной ряд по переменным
1

a
и

1

b
. Таким образом, полюса подынтегральной функции

могут находиться в точках z = 0 и w = 0, а также при
cz

η1

−w = 0. Продеформируем

Γz в окружность |z|2 =
η1

γ
, а Γw — в окружность |w|2 =

η2

γ
(а в случае η1 = η2,

будем деформировать Γw в окружность |w|2 =
η2

γ
+ δ, для δ � 1). Эта деформация

не проходит через возможные полюса подынтегральной функции, так как, очевидно,
c

η1

≤ 1 и выполнено условие η1 ≤ η2. Тогда

x(z) =
−η1

z
− γ(z − 1), при |z|2 =

η1

γ
,

x(w) =
−η2

w
− γ(w − 1), при |w|2 =

η2

γ
.

Таким образом,∑
k,l≥1

E(ζk,I1ζl,I2)

ak+1bl+1
=
−1

4π2

∮
|z|2=

η1
γ

∮
|w|2=

η2
γ

1

(a− x(z))(b− x(w))

c/η1

(cz/η1 − w)2
dzdw.

В случае η1 = η2 мы получаем это уравнение при контуре интегрирования по w

вида |w|2 =
η2

γ
+ δ и пределе δ → 0.

Предложение 2.4.1. В обозначениях начала параграфа имеем

lim
L→∞

〈
pk,I1 − 〈pk,I1〉

Lk
· pl,I2 − 〈pl,I2〉

Ll

〉
=
kl

π

∮
|z|2=

η1
γ

;I(z)>0

∮
|w|2=

η2
γ

;I(w)>0

(x(z))k−1(x(w))l−1 1

2π
ln

∣∣∣∣c/γ − zwc/γ − zw̄

∣∣∣∣ d(x(z))

dz

d(x(w))

dw
dzdw. (2.4.6)

Доказательство. Поскольку

1

a− x(z)
=

1

a

(
1 +

x(z)

a
+
x2(z)

a2
+ . . .

)
,

то, рассматривая (2.4.4) как равенство всех соответствующих коэффициентов двух

формальных степенных рядов, получаем

E(ζk,I1ζl,I2) =
−1

4π2

∮
|z|2=η1/γ

∮
|w|2=η2/γ

x(z)kx(w)l
c/η1

(cz/η1 − w)2
. (2.4.7)
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Заметим, что при η1 = η2 в подынтегральной функции правой части (2.4.6) на-

ходится интегрируемая особенность. Поэтому для окончания подсчёта достаточно

преобразовать правую часть (2.4.6) в правую часть (2.4.7).

Поскольку |z|2 =
η1

γ
, то

2 ln

∣∣∣∣c/γ − zwc/γ − zw̄

∣∣∣∣ = − ln

(
c

η1

z − w
)
− ln

(
c

η1

z̄ − w̄
)

+ ln

(
c

η1

z̄ − w
)

+ ln

(
c

η1

z − w̄
)
.

Поэтому интеграл в (2.4.6) можно записать в виде

−kl
4π2

∮
|z|2=

η1
γ

∮
|w|2=

η2
γ

(x(z))k−1(x(w))k−1 ln

(
c

η1

z − w
)
d(x(z))

dz

d(x(w))

dw
dzdw.

Интегрируя это выражение по частям, получаем

−1

4π2

∮
|z|2=

η1
γ

∮
|w|2=

η2
γ

(x(z))k(x(w))l
c

η1

1

(c/η1z − w)2
dzdw,

что совпадает с (2.4.7).

Поскольку утверждение предложения симметрично по I1 и I2, то условие η1 ≤ η2

можно опустить.

2.5 Доказательство асимптотической гауссовости

Пусть I1 = I1(L), I2 = I2(L), . . . , Ir = Ir(L) — набор конечных подмножеств на-

туральных чисел, зависящих от растущего параметра L, для которых существуют

пределы

ηi = lim
L→∞

|Ii|
L
, i = 1, 2 . . . , r.

cij = lim
L→∞

|Ii ∩ Ij|
L

, i, j = 1, 2, . . . , r.

Основным доказываемым утверждением в этом разделе является
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Предложение 2.5.1. Пусть f1 ∈ Z(gl(I1)), f2 ∈ Z(gl(I2)), . . . , fr ∈ Z(gl(Ir)) —

произвольные элементы. Тогда(
f1 − 〈f1〉
Lwt(f1)−1

,
f2 − 〈f2〉
Lwt(f2)−1

, . . . ,
fr − 〈fr〉
Lwt(fr)−1

)
−−−→
L→∞

(ξ1, ξ2, . . . , ξr),

где (ξ1, ξ2, . . . , ξr) — гауссовский случайный вектор с нулевым средним, а сходимость

понимается как сходимость в смысле состояний (см. раздел 2.2.6).

В разделе 2.5.1 мы докажем частный случай этого утверждения, в разделе 2.5.2

будет приведено доказательство леммы 2.4.1, в разделе 2.5.3 мы докажем предложе-

ние 2.5.1, а в разделе 2.5.4 будет доказана лемма 2.4.4.

2.5.1 Начало доказательства предложения 2.5.1

В этом разделе мы докажем предложение 2.5.1 для случая

fi = p#
ki,Ii

, i = 1, 2 . . . , r.

Пусть

I =
r⋃
i=1

Ii.

Напомним, что элементы {p#
ki,Ii
} можно представить в алгебре дифференциаль-

ных операторов C[xij, ∂ij], i, j ∈ I, в виде (см. (2.3.2))

DI(p
#
kj ,Ij

) =
∑

i1,...,ikj∈Ij ;α1,...αkj∈I

xα1i1 . . . xαkj ikj∂α1i2 . . . ∂αkj i1 .

Тогда произведение p#
kj ,Ij

вычисляется как произведение соответствующих им диффе-

ренциальных операторов, а состояние элемента, отвечающего дифференциальному

оператору D, вычисляется по формуле

D exp

(
γL
∑
i∈I

(xii − 1)

)∣∣∣∣∣
xij=δij

,

см. раздел 2.3.1.
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Пусть (ξ1, ξ2, . . . , ξr) — гауссовский случайный вектор с нулевым средним. Напом-

ним, что совместные моменты его компонент вычисляются по формуле Вика

E(ξi1ξi2 . . . ξil) =

0, l — нечетно,∑
σ∈PM(l)

∏l/2
i=1 E(ξσ(2i−1)ξσ(2i)), l — четно,

(2.5.1)

где PM(l) — это множество инволюций {1, 2 . . . , l} без неподвижных точек.

Пусть

νj := p#
kj ,Ij
− 〈p#

kj ,Ij
〉, j = 1, 2, . . . , r,

и пусть

Cν(i, j) = lim
L→∞

〈νiνj〉
Lki+kj

, i, j = 1, 2, . . . , r,

— асимптотическая ковариация этих величин (существование предела будет доказано

ниже).

Предложение 2.5.2. В обозначениях выше имеем

〈ν1ν2 . . . νr〉
Lk1+k2+···+kr

−−−→
L→∞

0, r — нечетно,∑
σ∈PM(r)

∏r/2
i=1Cν(σ(2i− 1), σ(2i)), r — четно.

Из этого предложения и формулы Вика (2.5.1) следует асимптотическая гауссо-

вость величин
νi
Lki

, i = 1, 2, . . . , r.

Введем некоторые определения. Для монома M от {xij, ∂ij} (т.е. для слова из

алфавита {xij, ∂ij}) назовем носителем supp(M) множество индексов всех множите-

лей. Будем называть покрытием cov(M) число элементов в носителе. Определим

x-степень монома как количество x-множителей, входящих в него, и ∂-степень — как

число ∂-множителей. В случае, когда x- и ∂- степени монома M совпадают, будем

называть степенью и обозначать символом deg(M) число, равное этим степеням. На-

зовем емкостью монома M количество диагональных ∂-операторов ∂ii в M , и будем

обозначать это число cap(M).

Будем называть мономыM1 иM2 изоморфными, если между supp(M1) и supp(M2)

существует биекция, переводящая их друг в друга. Обозначим множество мономов

с индексами из I, изоморфных данному моному M0, символом Isom(M0).
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Пример. Пусть M = x12∂23x23x22∂41∂33. Тогда supp(M) = {1, 2, 3, 4}, cov(M) = 4,

deg(M) = 3, cap(M) = 1.

Заметим, что для всякого монома M0 выполнено

〈M0〉 = O(Lcap(M0)),

〈 ∑
M :M∈Isom(M0);supp(M)⊂I

M

〉
= O

(
|I|cov(M0)Lcap(M0)

)
.

Назовем моном M ∂-регулярным, если для любых i, j ∈ supp(M), i 6= j, и для

любого множителя ∂ij, правее этого множителя находится строго больше букв xij,

чем ∂ij. Назовем моном M x-регулярным, если для любых i, j ∈ supp(M), i 6= j, и

для любого множителя xij, левее этого множителя находится строго больше букв ∂ij,

чем xij. Будем говорить, что мономM регулярен, если он ∂-регулярен и x-регулярен.

Легко видеть, что если моном M не является регулярным, то

M exp
(
γL
∑

(xii − 1)
)∣∣∣

xij=δij
= 0.

Определим введенные понятия для дифференциальных операторов вида

D = (xl1i1i1∂
l1
i1i1
− Ll1) . . . (xlsisis∂

ls
isis
− Lls). (2.5.2)

Носителем такого оператора назовем множество индексов {i1, i2, . . . , is}, покрытием

— число различных элементов в носителе, и степенью — число l1 + l2 + · · ·+ ls.

Сформулируем две леммы, которые будут доказаны ниже.

Лемма 2.5.1. Для любого оператора вида (2.5.2) выполнено

〈D〉 = O(Ldeg(D)−cov(D)),

при этом

〈D〉 = O(Ldeg(D)−cov(D)−1), (2.5.3)

если {i1, i2, . . . , is} не разбивается на дизъюнктные пары равных индексов (в част-

ности, (2.5.3) выполняется для всех нечетных s).
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Лемма 2.5.2. Пусть C(1), . . . , C(m) — мономы вида

C(l) = xαl1il1 . . . xαlkl i
l
kl

∂αl1il2 . . . ∂αlkl i
l
1
, 1 ≤ l ≤ m,

причем cov(C(l)) ≥ 2 2. Предположим, что моном

M = C(1)C(2) . . . C(m)

регулярен. Тогда

cap(M) ≤ deg(M)− cov(M),

причем равенство возможно только в случае, если m четно и существует

m/2 дизъюнктных множеств J1, . . . Jm/2 и разбиение {C(1), . . . , C(m)} на пары

{C(j1), C(j2)}, . . . , {C(jm−1), C(jm)}, такие что

Jk = supp(C(j2k−1)) = supp(C(j2k)), k = 1, 2, . . . ,
m

2
.

Докажем предложение 2.5.2, используя леммы 2.5.1 и 2.5.2. Доказательство лемм

дано ниже.

Доказательство. Используя (2.3.2) и (2.3.4), запишем каждый оператор νl в виде

νl =
∑
i∈Il

(xklii ∂
kl
ii − γklLkl)

+
∑

α1,...,αkl∈I; i1,...,ikl∈Il

xα1i1 . . . xαkl ikl∂α1i2 . . . ∂αkl i1 , (2.5.4)

где во втором слагаемом суммирование идет по мономам, не все индексы которых

совпадают. Обозначим слагаемые в (2.5.4) символами νdiagl и νoff−diagl , соответственно.

В произведении

ν1ν2 . . . νr = (νdiag1 + νoff−diag1 ) . . . (νdiagr + νoff−diagr )

2В обозначениях αlm, iln верхняя l является дополнительным индексом, а не степенью.
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раскроем скобки. Каждый из полученных множителей является суммой по индексам,

и в нем мы также раскроем скобки. Таким образом, выражение ν1ν2 . . . νl представ-

ляется в виде суммы по индексам произведений множителей вида (xkii∂
k
ii − Lk) (бу-

дем называть их диагональными ) и множителей вида xα1i1xα2i2 . . . xαkik∂α1i2 . . . ∂αki1 ,

покрытие которых больше или равно 2 (будем называть такие множители внедиаго-

нальными ).

Рассмотрим одно из получившихся слагаемых. Пусть в нем находятся диагональ-

ные множители Da1 , . . . , Das из νdiaga1
, . . . , νdiagas , a1 < · · · < as, и внедиагональные

множители Cb1 , . . . , Cbt из ν
off−diag
b1

, . . . , νoff−diagbt
, b1 < · · · < bt, s+ t = r.

Заметим, что если такое слагаемое вносит ненулевой вклад в 〈ν1ν2 . . . νr〉, то моном

Cb1 . . . Cbt является регулярным. Поэтому из леммы 5.2 следует, что

cap(Cb1 . . . Cbt) ≤ kb1 + · · ·+ kbt − cov(Cb1 . . . Cbt),

причем равенство достигается только если множители Cb1 , . . . , Cbt разбиваются на

пары с непересекающимися носителями, общими для обоих членов каждой пары.

Рассмотрим слагаемые, для которых

supp(Da1 , . . . , Das) ∩ supp(Cb1 , . . . , Cbt) = ∅.

Тогда из лемм 5.1 и 5.2 следует, что вклад одного слагаемого не превосходит

O(Lk1+···+kr−cov(Da1 ...Das )−cov(Cb1 ...Cbt )),

если и {Da1 , . . . , Das}, и {Cb1 , . . . , Cbt} разбиваются на пары с одинаковыми носите-

лями, причем носители различных пар не пересекаются, и

O(Lk1+···+kr−cov(Da1 ...Das )−cov(Cb1 ...Cbt )−1)

в противном случае. Поскольку в сумме для 〈ν1ν2 . . . νr〉 имеется

O(Lcov(Da1 ,...,Das )+cov(Cb1 ,...,Cbt ))
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слагаемых такого вида, их общий вклад равен Lk1+···+kr только в случае разбиения

носителей на дизъюнктные пары. Легко видеть, что

〈ν1ν2〉 = 〈νdiag1 νdiag2 〉+ 〈νoff−diag1 νoff−diag2 〉 =∑
supp(D1)=supp(D2)∈I1∩I2

〈D1D2〉+
∑

supp(C1)=supp(C2)∈I1∩I2

〈C1C2〉.

Поэтому общий вклад таких слагаемых записывается в виде

∑
σ∈PM(r)

〈νσ(1)νσ(2)〉 . . . 〈νσ(r−1)νσ(r)〉+O(Lk1+k2+···+kr−1).

Осталось доказать, что вклад слагаемых с

supp(Da1 , . . . , Das) ∩ supp(Cb1 , . . . , Cbt) 6= ∅ (2.5.5)

имеет порядок O(Lk1+k2+···+kr−1). Рассмотрим одно из таких слагаемых, которое обо-

значим символом S. Возьмем один из его множителей Dj, для которого supp(Dj) ⊂

supp(Cb1 . . . Cbt), и рассмотрим оператор S ′, получающийся из S выбрасыванием мно-

жителя Dj. Тогда среднее от S ′ можно оценить следующим образом: по лемме 2.5.2

cap(Cb1 . . . Cbt) ≤ deg(Cb1 . . . Cbt)− cov(Cb1 . . . Cbt).

Множители диагонального типа с носителями в supp(Cb1 . . . Cbt) добавляют к

среднему не более L в своей степени, а произведение множителей диагонального

типа с носителями не в supp(Cb1 , . . . , Cbt) по лемме 2.5.1 дает вклад не более Ldeg−cov.

Таким образом,

〈S ′〉 = O(Ldeg(S
′)−cov(S′)).

Теперь оценим среднее от всего множителя S. Пусть

Dj = xlss∂
l
ss − γlLl.

Напомним, что в алгебре C[xij, ∂ij] выполнены коммутационные соотношения

[∂ij, xij] = 1(i,j)=(k,l). (2.5.6)
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Пользуясь ими, будем “проносить” все xss из Dj налево, а все ∂ss — направо. После

такой операции S будет записано в виде суммы нескольких слагаемых. Заметим, что

слагаемое, в котором все xss прошли влево, а ∂ss — вправо, дает в точности такой же

вклад, что и γlLl, умноженное на 〈S ′〉. Следовательно, вклад этого члена сокраща-

ется с вкладом, возникающим из (−γlLl) в Dj. С другой стороны, если xss или ∂ss

взаимодействуют с другими множителями в процессе перемещения, то это уменьша-

ет общее количество ∂ss, и те же рассуждения, что и при оценке 〈S ′〉, показывают,

что вклад такого члена в среднее есть

O(Lk1+···+kr−1−cov(S)).

Поскольку суммирование по различным индексам добавляет O(Lcov(S)), то общий

вклад слагаемых вида (2.5.5) равняется O(Lk1+···+kr−1), что завершает доказательство

предложения 2.5.2.

В частности, при r = 2 из приведенных рассуждений следует, что величина 〈ν1ν2〉

имеет порядок Lk1+k2 . При этом вклад в Lk1+k2 дают некоторые классы изоморфных

графов. Поскольку таких классов конечное число, то из этого следует существование

асимптотической ковариации — предела величины L−(k1+k2)〈ν1ν2〉.

Доказательство леммы 2.5.1. Ввиду коммутирования множителей (2.5.2) с раз-

личными индексами, достаточно доказать, что(
xl1∂l1 − (γL)l1

)
. . .
(
xlq∂lq − (γL)lq

)
exp(γL(x− 1))

∣∣
x=1

=O(Ll1+···+lq−1), при q = 2,

O(Ll1+···+lq−2), при q ≥ 3.

(2.5.7)

В выражении (
xl1∂l1 − (γL)l1

)
. . .
(
xlq∂lq − (γL)lq

)
раскроем скобки в первом множителе и, пользуясь соотношениями (2.5.6), проком-

мутируем все операторы ∂ направо. После такой операции возникло несколько слага-

емых. Слагаемое, в котором все ∂ без сокращений “прошли” направо, дает в точности

тот же вклад в среднее, что и возникающее при умножении на γlLl, и поэтому сокра-

щается с вкладом от (−γL)l. Если же слагаемое возникло в результате a взаимных
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Рис. 2.3: Граф, отвечающий моному x11x22x12∂31x23∂32

уничтожений символов x и ∂, то легко видеть, что среднее от такого члена будет

равно O(Ll1+···+lq−a). Из этого следует (2.5.7) в случае q = 2. Если же a = 1 и q ≥ 3,

то соответствующий член может быть записан в виде

. . . (xlk∂lk − (γL)lk) . . . .

Раскрывая скобки в сохранившем прежний вид множителе и повторяя рассуждения,

мы снова получаем сокращающийся вклад в слагаемом, в котором не произошло вза-

имных уничтожений. Поэтому все остающиеся слагаемые дают вклад O(Ll1+···+lq−2).

Доказательство леммы 2.5.2. Будем кодировать слова из алфавита {xij, ∂ij}

графами с дополнительной структурой. Каждому индексу из носителя монома мы

сопоставляем вершину графа. Ребра графа будут двух сортов: x-ребра и ∂-ребра.

Каждой букве xij мы сопоставляем ориентированное x-ребро, соединяющее верши-

ны, отвечающие индексам i и j. Аналогично, каждой букве ∂ij мы сопоставляем

∂-ребро между теми же вершинами. Кроме того, введем на ребрах графа линейный

порядок, соответствующий порядку букв в слове; чем меньше ребро относительно

этого порядка, тем правее стоит его буква в слове. Такой порядок задает очеред-

ность применения множителей к функции exp (γL
∑

(xii − 1)).

Пример. Моном x11x22x12∂31x23∂32 переходит в граф, показанный на рисунке 2.3
3.

Композиция дифференциальных операторов (конкатенация слов), соответствует
3Напомним, что на ребрах графа также задан линейный порядок. Этот порядок не обозначается

на рисунках.
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склейке двух графов по некоторым вершинам (по общим для двух слов индексам).

Порядок на ребрах склеенного графа индуцируется порядками исходных графов и

условием, что все ребра правого (ранее применяемого) монома меньше всех ребер

левого.

Введем обозначения для такого графа G. Пусть V (G) — множество вершин G.

Пусть Ex(G), E∂(G), E(G) — множества невырожденных (соединящих различные

вершины) x-, ∂- и всех ребер G, соответственно. Пусть Lx(G), L∂(G), L(G) — множе-

ства вырожденных ребер (петель). Пусть Eab
x , Eab

∂ , Eab — множества (невырожден-

ных) ребер между a, b ∈ V (G), a 6= b. Назовем построенный по моному граф x-, ∂-,

или просто регулярным, если исходный моном обладал соответствующим свойством.

Определение. Назовем полным циклом степени k ≥ 1 граф, отвечающий моно-

му xα1i1 . . . xαkik∂α1i2 . . . ∂αki1 с носителем размера 2k. Назовем циклом степени k ≥ 1

граф, полученный из того же монома, но носитель которого удовлетворяет соот-

ношению 2 ≤ cov ≤ 2k. Цикл можно получить из полного цикла идентификацией

некоторых вершин (при этом должны оставаться как минимум две различные вер-

шины).

Определение. Назовем полным x-циклом граф, полученный из полного цикла

склейкой начала и конца каждого ∂-ребра, а полным ∂-циклом — граф, получен-

ный из полного цикла склейкой начала и конца каждого x-ребра.

Определение. Назовем x-циклом граф, получаемый из полного x-цикла отож-

дествлением некоторых, но не всех, вершин, соединенных ребром. Аналогично, на-

зовем ∂-циклом граф, получаемый из полного ∂-цикла отождествлением некоторых,

но не всех вершин, соединенных ребром.

Примеры введенных графов показаны на рисунках 2.4 и 2.5.

Заметим, что если ∂-регулярный цикл не является x-циклом, то

|Ex(G)| > |V (G)|,

а в x-цикле выполнено |Ex(G)| = |V (G)|.

Легко видеть, что склейка ∂-цикла и x-цикла является регулярным графом в том

и только в том случае, если замкнутые цепи невырожденных ∂-ребер и x-ребер в
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Рис. 2.4: Полный цикл, соответствующий моному x12x34x56∂32∂54∂16 (слева) и цикл,

соответствующий моному x12x33x44∂32∂43∂14 (справа).
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Рис. 2.5: x-цикл, соответствующий моному x12x23x33x31∂22∂33∂33∂11
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точности накладываются друг на друга. Такую склейку ∂-цикла и x-цикла назовем

регулярной.

Будем обозначать склейку графов символом #, регулярную склейку ∂-цикла и

x-цикла — символом #R, а склейку графов с дизъюнктными носителями — символом

t.

Докажем следующую лемму.

Лемма 2.5.3. Пусть задан набор циклов C(1), C(2), . . . , C(n). Предположим, что

граф G = C(1)#C(2)# . . .#C(n) является ∂-регулярным. Тогда

|V (G)| ≤ |Ex(G)|,

и равенство достигается в том и только в том случае, когда существует дизъ-

юнктное разбиение

{1, 2, . . . , n} = {i1, i2} t . . . {i2k−1, i2k} t {j1, . . . , jn−2k},

такое что C(i1), . . . , C(i2k−1) — ∂-циклы, C(i2), . . . , C(i2k), C(j1), . . . , C(jn−2k) —

x-циклы, и выполнено

G = (C(i1)#RC(i2)) t . . . (C(i2k−1)#RC(i2k)) t C(j1) t · · · t C(jn−2k).

Доказательство леммы 2.5.3. ∂-регулярность G влечет ∂-регулярность C(n),

C(n − 1)#C(n), и.т.д. Докажем лемму индукцией по n. Из ∂-регулярности C(n)

следует, что C(n) получается идентификацией вершин полного x-цикла; при этом

|V (C(n))| ≤ |Ex(C(n))|, и равенство равносильно тому, что C(n) есть x-цикл.

Предположим, что лемма верна для графа

G2 := C(2)# . . .#C(n)

и докажем её для графа

G1 := C(1)#C(2)# . . .#C(n).

Докажем сначала, что |V (G1)| ≤ |Ex(G1)|. Рассмотрим три случая:
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1) G1 = C(1) tG2, то есть склейки вершин не происходит.

2) V (G1) = V (G2), то есть каждая вершина C(1) приклеивается к какой-то вер-

шине G2.

3) У C(1) имеются как вершины, которые склеиваются с вершинами из G2, так и

те, которые не склеиваются.

В первом случае выполнено

|V (G1)| − |Ex(G1)| = |V (G2)| − |Ex(G2)|+ |V (C1)| − |Ex(C1)|.

Далее, в этом случае ∂-регулярность G1 влечет ∂-регулярность C(1), и индукци-

онное предположение для G2 вместе с базой индукции для C(1) дают неравенство

|V (G1)| ≤ |Ex(G1)|.

Во втором случае выполнено |V (G1)| = |V (G2)| и Ex(G1) ≥ Ex(G2), поэтому ин-

дукционное предположение влечет |V (G1)| ≤ |Ex(G2)|.

Рассмотрим случай (3). Из ∂-регулярности G1 следует, что G1 не имеет невырож-

денных ∂-ребер с началом или концом вне G2. Поэтому новые вершины присоединя-

ются к графу G2 с помощью звеньев, состоящих из вырожденных и невырожденных

x-ребер и вырожденных ∂-ребер, начальная и конечная вершина которых лежит в

G2, а все промежуточные — вне G2. Это означает, что G1 можно получить склейкой

некоторых вершин из графа вида показанного на рисунке 2.6 (звеньев может быть

несколько).

Количество вершин вне G2 у такого графа строго меньше количества невырож-

денных x-ребер с концами в таких вершинах. При склейке этих вершин, как легко

видеть, исчезает по крайней мере столько же вершин, сколько невырожденных x-

ребер. Таким образом, при переходе от G2 к G прибавляется меньше вершин, чем

невырожденных ребер, и из предположения индукции следует, что |V (G)| < |Ex(G)|.

Тем самым, во всех трех случаях мы показали, что |V (G1)| ≤ |Ex(G1)|, причем в

третьем случае неравенство строгое. Кроме того, мы показали, что

|V (G1)| − |Ex(G1)| ≤ |V (G2)| − |Ex(G2)|. (2.5.8)

Предположим теперь, что |V (G1)| = |Ex(G1)|. Из (2.5.8) следует, что и |V (G2)| =
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Рис. 2.6: Граф G1, возникающий из графа G2 с помощью двух звеньев.

|Ex(G2)|, и, по предположению индукции, G2 имеет требуемый вид.

Рассмотрим теперь те же три случая. Из-за строгого неравенства случай (3) невоз-

можен. В случае (1) база и предположение индукции дают требуемое представление

для G1.

Рассмотрим случай (2). Поскольку |V (G1)| = |V (G2)|, то Ex(C(1)) = ∅. Зна-

чит, C(1) получается некоторой идентификацией вершин в полном ∂-цикле. Из ∂-

регулярности следует, что

|Eab
∂ (C(1))| ≤ |Eab

x (G2)| − |Eab
∂ (G2)|, для любых a, b ∈ V (G2), a 6= b.

Из структуры G2 (индукционное предположение) следует, что все элементы E∂(C(1))

обязаны однократно накрыть невырожденные x-ребра одного из x-циклов в G2, что

завершает доказательство леммы 2.5.3. �

Закончим теперь доказательство леммы 2.5.2. Рассмотрим мономы C(1), . . . , C(n)

и графы, которые им соответствуют. В терминах графа емкость монома M равна

|L∂| = deg − |E∂|.

Для регулярного графа выполнено равенство |Ex| = |E∂|, поэтому емкость равняется

deg(M)−|Ex|. С другой стороны, верно cov(M) = |V |. Поэтому требуемое неравенство
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преобразуется:

cap(M) ≤ deg(M)− cov(M) равносильно |V | ≤ |Ex|,

а последнее неравенство следует из леммы 2.5.3.

Если cap(M) = deg(M) − cov(M), то |V | = |Ex| и возникает разбиение индексов

из формулировки леммы 2.5.3. Но у регулярного графа множество {j1, . . . , jn−2k}

одиночных x-циклов должно быть пустым (в лемме 2.5.3 требовалась лишь ∂-

регулярность), поэтому мы получаем требуемое разбиение носителей на совпадающие

дизъюнктные пары.

2.5.2 Доказательство леммы 2.4.1

Мы будем пользоваться терминологией и обозначениями, введенными в разделе 2.5.1.

Доказательство леммы 2.4.1. Представим, как и ранее, величины νi, i = 1, 2, в

виде суммы диагональных и внедиагональных множителей. Легко видеть, что

〈ν1ν2〉 = 〈νdiag1 νdiag2 〉+ 〈νoff−diag1 νoff−diag2 〉.

Первый член может давать ненулевой вклад только в том случае, если индексы в

суммах для νdiag1 и νdiag2 совпадают.

Заметим, что

(xk∂k − (γL)k)(xl∂l − (γL)l) exp(γL(x− 1))|x=1 = klγk+l−1Lk+l−1 + o(Lk+l−1).

Поскольку одну вершину можно выбрать |I1 ∩ I2| способами, то вклад первого члена

в коэффициент при Lk+l равен

kl
|I1 ∩ I2|

L
γk+l−1. (2.5.9)

Рассмотрим второй член. Произведение мономов из νoff−diag1 и νoff−diag2 дает нену-

левой вклад только если первый из них содержит только невырожденные ∂-ребра, а
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второй — только невырожденные x-ребра, при этом цепи этих ребер должны совпа-

дать. Если эти графы содержат n ≥ 2 вершин, то вклад порядка Lk+l от класса изо-

морфных графов может быть достигнут только если множители являются ∂-циклом

и x-циклом, соответственно.

Зафиксируем упорядоченный набор из n индексов. Простой комбинаторный под-

счет показывает, что существует
(
k
n

)
неизоморфных мономов, графы которых явля-

ются ∂-циклами с n невырожденными ребрами, которые посещают зафиксированные

вершины в выбранном порядке и возникают с помощью отождествления вершин из

полных ∂-циклов длины k ≥ n. Аналогично, существует
(
l
n

)
неизоморфных x-циклов,

удовлетворяющих аналогичному условию. Кроме того, первая вершина x-цикла мо-

жет быть выбрана произвольно (а остальной порядок посещения вершин определен

однозначно), что влечет умножение на n. Наконец, упорядоченный набор из n вер-

шин, общих для обоих множителей, может быть выбран |I1 ∩ I2|n + o(Ln) способами.

Следовательно, вклад произведения внедиагональных множителей в коэффициент

при Lk+l равен
min(k,l)∑
n=2

n

(
k

n

)(
l

n

)(
|I1 ∩ I2|

L

)n
γk+l−n (2.5.10)

(множитель γk+l−n возникает, поскольку у нас есть ровно k + l − n диагональных

∂-операторов (∂-петель в графе)).

Объединяя (2.5.9) и (2.5.10), мы получаем утверждение леммы.

2.5.3 Доказательство предложения 2.5.1

Пусть ρ = (ρ1 ≥ ρ2 ≥ · · · ≥ ρl(ρ)) — разбиение. В алгебре C[xij, ∂ij], i, j ∈ I, элементам

p#
ρ,I соответствуют дифференциальные операторы

DI(p
#
ρ,I) =

∑
i1,...,i|ρ|∈I;α1,...α|ρ|∈I

xα1i1 . . . xα|ρ|i|ρ|∂α1iσ(1) . . . ∂α|ρ|iσ(|ρ|) ,

где σ — произвольная перестановка из S(|ρ|) с цикловой структурой ρ (см. раздел

2.3.1).



76

Заметим, что

〈DI(p#
ρ,I)〉 = γ|ρ||I|l(ρ)L|ρ| = γ|ρ|

(
|I|
L

)l(ρ)

L|ρ|+l(ρ).

Пусть wt(ρ) := |ρ|+ l(ρ) обозначает вес разбиения ρ. Для перестановки σ с цикловой

структурой ρ также определим wt(σ) := |ρ| + l(ρ). Если |I| = O(L), то 〈DI(p#
ρ,I)〉

пропорционально Lwt(ρ) при L→∞.

Напомним, что элементы p#
ρ,I образуют линейный базис в Z(gl(I)). Поэтому для

доказательства предложения 2.5.1 асимптотическую гауссовость достаточно прове-

рить только для наборов этих элементов.

Зададим произвольные разбиения ρ(1), . . . , ρ(r). Пусть

µj := DI

(
p#

ρ(j),Ij

)
−
〈
DI

(
p#

ρ(j),Ij

)〉
, 1 ≤ j ≤ r,

и пусть

Cµ(i, j) = lim
L→∞

〈µiµj〉
Lwt(ρ(i))+wt(ρ(j))−2

— асимптотические ковариации этих величин (существование которых будет следо-

вать из рассуждений ниже).

Предложение 2.5.3.

〈µ1µ2 . . . µr〉
Lwt(ρ(1))+wt(ρ(2))+···+wt(ρ(r))−r

−−−→
L→∞

0, r — нечетно,∑
σ∈PM(r)

∏r/2
i=1 Cµ(σ(2i− 1), σ(2i)), r — четно.

Предложение 2.5.1 следует непосредственно из этого утверждения. При l(ρ(i)) = 1,

1 ≤ i ≤ r, предложение 2.5.3 совпадает с уже доказанным предложением 2.5.2.

Доказательство предложения 2.5.3 проходит по той же схеме, что и доказатель-

ство предложения 2.5.2. Сформулируем две леммы, обобщающие леммы 2.5.1 и 2.5.2.
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Лемма 2.5.4. Зададим оператор вида 4

D =

(
x
k11
i11i

1
1
. . . x

k1l1
i1l1
i1l1
∂
k11
i11i

1
1
. . . ∂

k1l1
i1l1
i1l1
− (γL)k

1
1+···+k1l1

)
. . .(

x
ks1
is1i

s
1
. . . x

k1ls
i1ls i

1
ls

∂
ks1
is1i

s
1
. . . ∂

ksls
i1ls i

s
ls

− (γL)k
1
1+···+k1ls

)
. (2.5.11)

Пусть

cov(D) =
∣∣{ijk, 1 ≤ j ≤ s, 1 ≤ k ≤ lj}

∣∣ .
Тогда верно

〈D〉 = O
(
L
∑s
j=1(wt(kj)−1)−cov(D)

)
,

причем выполнено также и

〈D〉 = O
(
L
∑s
j=1(wt(kj)−1)−cov(D)−1

)
,

если набор носителей {{ij1, . . . , i
j
lj
}, 1 ≤ j ≤ s} нельзя разбить на дизъюнктные пары,

где в каждой паре носители имеют непустое пересечение.

Лемма 2.5.5. Пусть C(1), . . . , C(m) — мономы вида

C(l) = xαl1il1 . . . xαlkl i
l
kl

∂αl1ilσl(1)
. . . ∂αlkl i

l
σl(kl)

,

σl ∈ S(l), 1 ≤ l ≤ m; k1, . . . , km ≥ 1;

причем в C(l) имеется по крайней мере один символ xab или ∂ab с a 6= b. Предполо-

жим, что моном M := C(1) . . . C(m) регулярен. Тогда

cap(M) ≤
m∑
j=1

(wt(σj)− 1)− cov(M).

Доказательства лемм 2.5.4 и 2.5.5 приведены ниже. Докажем предложение 2.5.3,

используя эти леммы.

Запишем µj в виде

µj = µdiagj + µoff−diagj , 1 ≤ j ≤ r,

4В выражении 2.5.11 и ниже обозначения kab ,i
b
a и ρba являются индексами, в то время как xa и ∂b

обозначает возведение в соответствующую степень.
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где

µdiagj =
∑

i1,...,ilj

(
x
ρj1
i1i1

. . . x
ρjlj
ilj ilj

. . . ∂
ρj1
i1i1

. . . ∂
ρjlj
ilj ilj
− (γL)

ρj1+···+ρjlj

)
, lj := l(ρ(j)),

и µoff−diagj состоит из остальных слагаемых выражения

µj = DI(p
#
ρj ,Ij

)− |Ij|lj(γL)|ρ
j |.

Раскроем скобки в произведении

µ1 . . . µr = (µdiag1 + µoff−diag1 ) . . . (µdiagr + µoff−diagr ),

после чего в каждом члене также раскроем скобки, получая сумму по объединен-

ному набору индексов. Слагаемыми в этой сумме будут произведения множителей

двух типов, описанных в леммах 2.5.4 и 2.5.5. Будем называть такие множители

диагональными и внедиагональными, соответственно.

Рассмотрим слагаемые, для которых носители диагональных и внедиагональных

множителей не пересекаются. Оценки лемм 2.5.4 и 2.5.5 показывают, что вклад тако-

го слагаемого в 〈µ1 . . . µr〉 есть O(L
∑

(wt(ρj)−1)−cov) в случае, если носители множителей

разбиваются на дизъюнктные пары, и O(L
∑

(wt(ρj)−1)−cov−1) в противном случае. Сум-

мирование по индексам добавляет O(Lcov), и в итоге мы получаем, что полный вклад

таких слагаемых есть∑
σ∈PM(r)

〈µi1µi2〉 . . . 〈µir−1µir〉+O(L
∑

(wt(ρj)−1)−1),

поскольку легко видеть, что

〈µ1µ2〉 = 〈µdiag1 µdiag2 〉+ 〈µoff−diag1 µoff−diag2 〉.

Рассмотрим теперь слагаемое, у которого носители диагональных и внедиагональ-

ных элементов пересекаются, и докажем, что общий вклад таких слагаемых есть

O(L
∑

(wt(ρj)−1)−cov−1). Назовем два множителя этого слагаемого связанными, если их

носители имеют непустое пересечение. Рассмотрим связанную компоненту, в которую

входят и диагональные, и внедиагональные множители. Найдем в этой компоненте
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диагональный множитель, при удалении которого не возникает компонент связности,

состоящих из одного диагонального множителя (легко видеть, что такой элемент су-

ществует), и удалим его.

В произведении оставшихся множителей оценим емкость внедиагональных эле-

ментов с помощью леммы 2.5.5, вклад не связанных с ними диагональных — с помо-

щью леммы 2.5.4, а вклад диагональных множителей, связанных с внедиагональны-

ми, как O(Ldeg). При этом количество точек носителей диагональных множителей,

связанных с внедиагональными, которые не лежат в носителях внедиагональных

множителей, не превосходит
∑

j(l(ρ
j)−1), где суммирование происходит по индексам,

соответствующим таким диагональным множителям. Таким образом, вклад остав-

шихся множителей есть O(L
∑

(wt(ρj)−1)−cov), где сумма берется по соответствующим

разбиениям, а cov — это число элементов в объединении покрытий этих множителей.

Вернем теперь удаленный диагональный множитель обратно. Пусть он соответ-

ствует разбиению ρ. Тогда к носителю произведения добавляется не более l(ρ) − 1

точек. Раскроем скобки в этом множителе, и по правилам (2.5.6) будем коммутиро-

вать все xjj из этого множителя налево, а все ∂jj — направо. При этом возникает

несколько новых слагаемых. Вклад в среднее от члена, в котором не произошло ни

одного взаимного уничтожения xjj и ∂jj, сокращается с вкладом от −(γL)|ρ| из встав-

ленного множителя. С другой стороны, в членах, возникших при взаимном уничто-

жении, уменьшается количество диагональных операторов ∂jj во внедиагональных

множителях или диагональных множителях, с ними связанных. Повторяя рассуж-

дения предыдущего абзаца, мы получаем, что среднее всего слагаемого оценивается

как

O(L
∑r
j=1(wt(ρj)−1)−cov−1),

где cov — носитель всего слагаемого. Это завершает доказательство утверждения.

Доказательство леммы 2.5.4.

Достаточно доказать лемму в предположении, что множители D нельзя разбить

на две группы с непересекающимися носителями. Следовательно,
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cov(D) ≤
s∑
j=1

(lj − 1) + 1,

и
s∑
j=1

(wt(kj)− 1)− cov(D) ≥
s∑
j=1

|kj| − 1.

Значит, нам достаточно доказать, что

〈D〉 = O
(
L
∑

(|kj |−1)
)

при s = 2, и

〈D〉 = O
(
L
∑

(|kj |−2)
)

для s ≥ 3. Далее доказательство в точности аналогично доказательству леммы 2.5.1.

Доказательство леммы 2.5.5.

Доказательство проходит по той же схеме, что и доказательство леммы 2.5.2.

Введем некоторые определения, обобщающие определения из доказательства леммы

2.5.2.

Назовем полным l-кратным циклом степени k граф, отвечающий моному вида

xα1i1 . . . xαkik∂α1iσ(1) . . . ∂αkiσ(k) , (2.5.12)

с носителем, состящим из 2k различных вершин и с произвольной перестановкой

σ ∈ S(k), у которой ровно l циклов.

Назовем l-кратным циклом степени k граф, отвечающий моному вида (2.5.12),

но с более слабым условием Ex ∪E∂ 6= ∅. Любой такой граф может быть получен из

полного l-кратного цикла некоторой идентификацией вершин.

Назовем l-кратным x-циклом l-кратный цикл, который возникает из l-кратного

полного цикла следующим образом. В каждой из l−1-ой связной компоненты все вер-

шины склеиваются в одну вершину, а оставшаяся l-ая компонента после склеивания

вершин должна образовывать x-цикл.

Будем называть l-кратным ∂-циклом l-кратный цикл, вершины в каждой из l−1

связных компонент которого склеены в одну, а оставшаяся l-ая компонента образует

∂-цикл.
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Рис. 2.7: полный 3-кратный цикл степени 4 (вверху) и 3-кратный x-цикл степени 5

(внизу).

Примеры введенных понятий см. на рисунке 2.7.

Регулярной склейкой l-кратного ∂-цикла и l-кратного x-цикла назовем такую

идентификацию их вершин, что замкнутые невырожденные цепи ∂-ребер и x-ребер

накладываются друг на друга, а других склеиваний не происходит. Обозначим сим-

волом #R эту регулярную склейку.

Сформулируем лемму, обобщающую лемму 2.5.3.

Лемма 2.5.6. Пусть задан набор кратных циклов C(1), . . . , C(n) с кратностями

l1, . . . , ln. Предположим, что граф

G = C(1)#C(2) . . .#C(n)

∂-регулярен. Тогда

|V (G)| ≤ |Ex(G)|+
n∑
i=1

(li − 1),

и равенство достигается в том и только в том случае, когда существует дизъ-

юнктное разбиение

{1, 2, . . . , n} = {i1 < i2} t {i3 < i4} · · · t {i2k−1 < i2k} t {j1, . . . , jn−2k},



82

такое что C(i1), . . . , C(i2k−1) — кратные ∂-циклы, C(i2), . . . , C(i2k), C(j1), . . . ,

C(jn−2k) — кратные x-циклы, и выполнено

G = (C(i1)#RC(i2)) t · · · t (C(i2k−1)#RC(i2k)) t C(j1) t · · · t C(jn−2k).

Доказательство. Будем доказывать эту лемму индукцией по n.

База. При n = 1 граф G можно получить из l-кратного полного цикла склей-

кой вершин. Проведем сначала склеивание вершин внутри каждой из l компонент,

а потом у разных компонент. На первом этапе, аналогично случаю n = 1 в лемме

2.5.3, получаем, что в каждой из компонент, содержащих как минимум две вершины,

|V | ≤ |Ex|, а в компонентах, состоящих из одной вершины, выполнено |V | = |Ex|+ 1

(1 = 0+1). Склеивание вершин из разных компонент уменьшает |V | и не увеличивает

|Ex|. Поскольку, по определению, не все компоненты кратных циклов содержат одну

вершину, то утверждение доказано.

Индукционный переход.

Предположим, что лемма выполнена для

G2 := C(2)# . . .#C(n).

Рассмотрим три случая, аналогичные трем случаям леммы 2.5.3:

1) Носители C(1) и G2 не пересекаются.

2) Происходит склейка по крайней мере одной вершины графов C(1) и G2. В

каждой из l1-ой компоненты C(1) либо все вершины приклеиваются к графу G2,

либо все не приклеиваются.

3) Имеется по крайней мере одна компонента C(1), в которой часть вершин при-

клеиваются к вершинам G2, а часть — не приклеиваются.

Случай (1) рассматривается так же, как случай (1) в доказательстве леммы 2.5.3.

В случае (2) рассмотрим связную компоненту C(1), содержащую больше одной вер-

шины. Если эта компонента не лежит вG2, то из ∂-регулярности графаG следует, что

она является ∂-регулярным циклом, и лемма 2.5.3 при n = 1 дает оценку |V | ≤ |Ex|

для этой компоненты. Если же эта компонента лежит в G2, то она не увеличивает

число вершин в G по сравнению с G2, но может увеличивать число невырожденных
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x-ребер. С другой стороны, одновершинные компоненты увеличивают |V | не более,

чем на 1 (и не меняют |Ex|). Суммируя по всем связным компонентам C(1), мы

получаем оценку

|V (G1)| − |Ex(G1)| ≤ |V (G2)| − |Ex(G2)|+ (l1 − 1),

причем равенство возможно лишь при условиях

а) C(1) имеет (l1− 1) одновершинную компоненту, которые не пересекаются с G2.

b) Оставшаяся компонента графа C(1) не имеет невырожденных x-ребер, а ее

невырожденные ∂-ребра обязаны накрывать x-ребра в G2.

с) Для любых a 6= b ∈ V (G2), выполнено

|Eab
∂ (C(1))| ≤ |Eab

x (G2)| − |Eab
∂ (G2)|.

Индукционное предположение для G2 и эти условия дают требуемую структуру для

G1.

Наконец, рассмотрим случай (3). Доказательство случая (3) в лемме 2.5.3 по-

казывает, что для любой связной компоненты в C(1), частично пересекающейся с

G2, выполнено строгое неравенство |V | < |Ex|. Для любой другой компоненты рас-

суждения из случая (2) показывают, что число вершин, которые она добавляет, не

превосходит числа ее невырожденных ребер плюс один. Поэтому выполнено

|V (G1)| − |Ex(G1)| < |V (G2)| − |Ex(G2)|+ l1 − 1 ≤
n∑
i=1

(li − 1),

что завершает доказательство леммы 2.5.6.

Вывод леммы 2.5.5 из леммы 2.5.6 полностью совпадает с выводом леммы 2.5.2

из леммы 2.5.3.

2.5.4 Доказательство леммы 2.4.4

Для набора целых чисел ~i := (i1, . . . , ik+1) ∈ Zk+1
≥0 будем обозначать символом s(~i)

сумму этих чисел

s(~i) :=
k+1∑
j=1

ij,



84

и символом n(~i) число компонент вектора~i, которые строго больше 0. Каждому век-

тору~i однозначно сопоставляется разбиение ρ(~i), которое получается отбрасыванием

всех нулевых компонент и упорядочиванием оставшихся компонент. Заметим, что

wt(ρ(~i)) = s(~i) + n(~i).

Будем также считать, что p#
0 = 1. По формуле (2.2.9), выполнено разложение

pk,I =
1

k + 1

∑
~i:s(~i)+n(~i)=k+1

k+1∏
j=1

p#
ij ,I

+ . . . , (2.5.13)

где точками обозначены слагаемые веса ≤ k.

Известно (см. [26, Prop. 4.9]), что для любого разбиения ρ = (k1, k2, . . . , kl(ρ)) вы-

полнено

p#
ρ =

l(ρ)∏
j=1

p#
kj

+ . . . , (2.5.14)

где точками обозначены слагаемые веса ≤ wt(ρ) − 1. Напомним, что {p#
ρ } образует

линейный базис в алгебре сдвинуто-симметрических функций. Из (2.5.13) и (2.5.14)

следует, что элемент pk,I раскладывается в линейную комбинацию p#
ρ,I следующим

образом:

pk,I − 〈pk,I〉 =
∑

~i:s(~i)+n(~i)=k+1

(
p#

ρ(~i),I
−
〈
p#

ρ(~i),I

〉)
+

∑
ρ:wt(ρ)≤k

(
p#
ρ,I −

〈
p#
ρ,I

〉)
. (2.5.15)

Рассмотрим произведение

〈(pk,I1 − 〈pk,I1〉) (pl,I2 − 〈pl,I2〉)〉 ,

подставим в него разложение (2.5.15) и раскроем скобки. Из предложения 2.5.1 сле-

дует, что 〈(
p#
ρ1,I1
− 〈p#

ρ1,I1
〉
)(

p#
ρ2,I2
− 〈p#

ρ2,I2
〉
)〉

= O
(
Lwt(ρ1)+wt(ρ2)

)
.

Таким образом, вклад в старшую степень ковариации элементов pk,I1 и pl,I2 дают

слагаемые вида 〈(
p#
ρ1,I1
− 〈p#

ρ1,I1
〉
)(

p#
ρ2,I2
− 〈p#

ρ2,I2
〉
)〉

, (2.5.16)
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в которых wt(ρ1) = k+1 и wt(ρ2) = l+1. Запишем элементы p#
ρ,I в виде дифференци-

альных операторов. Напомним, что граф, отвечающий такому дифференциальному

оператору, состоит из l(ρ) связных компонент. Из доказательства леммы 2.5.6 сле-

дует, что вклад в старшую степень выражения (2.5.16) возникает в случае, когда

по одной из связных компонент соответствующих графов имеют общий носитель,

а остальные связные компоненты имеют непересекающиеся одноточечные носители.

Пусть ρ1 = (k1, k2, . . . , kl(ρ1)) и ρ2 = (m1,m2, . . . ,ml(ρ2)). Будем считать, что общий

носитель имеют компоненты, отвечающие ka и mb. Тогда вклад, возникающий из

взаимодействия этих компонент, равен ковариации элементов p#
ka,I1

и p#
mb,I2

, а вклады

остальных компонент равны их математическим ожиданиям. Это дает утверждение

леммы 2.4.4.



Глава 3

Перемежающиеся

последовательности Керова и

случайные матрицы

3.1 Введение к главе 3

Рассмотрим две последовательности вещественных чисел {xi}ni=1, {yj}n−1
j=1 , таких что

x1 ≥ y1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn−1 ≥ yn−1 ≥ xn. (3.1.1)

Будем говорить, что такие последовательности {xi}ni=1, {yj}n−1
j=1 перемежаются.

Определим число

z0 =
n∑
i=1

xi −
n−1∑
j=1

yj.

Следуя Керову, (см. [29]) определим прямоугольную диаграмму Юнга w{xi},{yj}(x),

однозначно задаваемую следующими условиями (см. рисунок 3.1):

1) w{xi},{yj}(x) : R→ R — это непрерывная кусочно-линейная функция, такая что
∂

∂x
w{xi},{yj}(x) = ±1, за исключением конечного числа точек, в которых эта функция

достигает локальных экстремумов.

2) Точки {xi}ni=1 являются локальными минимумами функции w{xi},{yj}(x), точки

{yj}n−1
j=1 являются локальными максимумами функции w{xi},{yj}(x), и у этой функции

86
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Рис. 3.1: Прямоугольная диаграмма Юнга

не существует других локальных экстремумов.

3) Для достаточно больших |x| выполнено w{xi},{yj}(x) = |x− z0|.

Пусть S является вещественной симметричной матрицей размера N × N . Сим-

волом Ŝ обозначим ее подматрицу размера (N − 1) × (N − 1); она получается из S

исключением N -ой строчки и столбца. Хорошо известно, что собственные значения

матриц S и Ŝ перемежаются (см., например, [25, p.185]). Таким образом, каждой

симметрической матрице мы можем сопоставить прямоугольную диаграмму Юнга,

построенную по собственным значениям S и Ŝ.

Пусть {Zij}∞i,j=1 — это семейство независимых, одинаково распределенных веще-

ственных случайных величин с нулевым средним, таких что EZ2
11 = 1 и

E|Z11|k <∞, для всех k = 1, 2, 3, . . . .

Симметрическая N ×N матрица XN , определяемая с помощью формулы

XN(i, j) = XN(j, i) = Zij, для i ≤ j,

называется матрицей Вигнера. Пусть wXN (x) — это прямоугольная диаграмма Юнга,

построенная с помощью собственных значений матрицXN и X̂N . Отметим, что wXN (x)

является случайной кусочно-линейной функцией. Нас интересует асимптотическое

предельное поведение функции wXN (x) при N →∞.
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Рис. 3.2: Прямоугольная диаграмма Юнга wN(x) и Ω(x) для N = 1100

Пусть

Ω(x) =


2

π

(
x arcsin(x

2
) +
√

4− x2
)
, |x| ≤ 2,

|x|, |x| ≥ 2,

— это кривая Вершика-Керова-Логана-Шеппа (см. [54] и [38]).

Теорема 3.1.1. При N →∞ выполнено

lim
N→∞

sup
x∈R

∣∣∣∣ 1√
N
wXN (x

√
N)− Ω(x)

∣∣∣∣ = 0, по вероятности.

Замечание 2. Аналогичный результат (с аналогичным доказательством) верен и для

комплексных эрмитовых матриц; в частности, он выполнен для гауссовского унитар-

ного ансамбля.

Перемежающиеся последовательности возникают естественным образом в раз-

личных областях математики. Они предоставляют полезную систему координат для

диаграмм Юнга (см. [33],[26]). Также они возникают как корни двух последователь-

ных ортогональных многочленов (см. [30]). Более общее понятие перемежающихся

мер было изучено в [32].

Впервые кривая Ω(x) возникла в контексте асимптотической теории представ-

лений. Эта кривая является предельной формой случайной диаграммы Юнга, рас-

пределенной по мере Планшереля (см. подробности в [54], [38], [55], и [26, Глава
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5]). После этого было показано, что кривая Ω(x) возникает в пределе при описании

совместного предельного поведения корней двух последовательных ортогональных

многочленов (см. [30]). Эта кривая также возникает как предельная кривая для эво-

люции непрерывных диаграмм Юнга (см. [31]), а также в теории случайных матриц.

Мы сформулируем результат из [30], связанный с теорией случайных матриц.

Пусть hN ⊂ RN — случайная гиперплоскость, такая что 0 ∈ hN и нормальный век-

тор к hN равномерно распределен по единичной сфере. Пусть p — это проекционный

оператор на hN . Рассмотрим XN как оператор в RN и рассмотрим также оператор

pXNp в пространстве hN . Тогда собственные значения операторовXN и pXNp переме-

жаются. Построим прямоугольную диаграмму Юнга w̃N по собственным значениям

этих операторов.

Theorem ([30], Теорема 3.6). При N →∞, выполнено

lim
N→∞

1√
N

Ew̃N(x
√
N) = Ω(x), (3.1.2)

при этом сходимость равномерна по x ∈ R.

Замечание 3. В контексте теоремы 3.1.1 мы рассматриваем ограничение на фиксиро-

ванную гиперплоскость, в то время как в этом утверждении гиперплоскость случай-

на. Другая разница заключается в том, что в теореме 3.1.1 доказывается сходимость

по вероятности, в то время как теорема (3.1.2) дает только сходимость математиче-

ского ожидания.

Рассмотрим теперь матрицы Уишарта. Пусть M = M(N) — это последователь-

ность натуральных чисел, таких что

lim
N→∞

M(N)

N
= α ≥ 1.

Пусть WN — это N ×M(N) матрица со случайными независимыми одинаково рас-

пределенными элементами, и такая что

E|WN(1, 1)|k <∞, для всех k = 1, 2, 3, . . . .
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Рис. 3.3: Прямоугольная диаграмма Юнга wYN(x) и кривая Ωα(x) для α = 2.25 и

N = 400

Символом YN мы обозначаем Уишартову матрицу размера N ×N , то есть матрицу

YN = WNW t
N . Пусть wYN(x) — это прямоугольная диаграмма Юнга, определяемая

перемежающимися последовательностями YN и ŶN .

Определим непрерывную функцию Ωα : R→ R. Пусть

Ω′′α(x) =
x+ (α− 1)

πx
√

4α− (x− (α + 1))2
, x ∈ [(α + 1)− 2

√
α; (α + 1) + 2

√
α],

и

Ωα(x) = |x− α|, x ∈ (−∞; (α + 1)− 2
√
α] ∪ [(α + 1) + 2

√
α;∞).

Эти формулы однозначно задают (детерминированную) функцию Ωα(x).

Теорема 3.1.2. При N →∞, выполнено

lim
N→∞

sup
x∈R

∣∣∣∣ 1

N
wYN(xN)− Ωα(x)

∣∣∣∣ = 0, по вероятности.

Замечание 4. Предельные формы Ωα(x) тесно связаны с биановскими предельными

формами (см. [6]). Взаимосвязь между этими объектами описана в разделе 3.5.

Замечание 5. Совместное распределение спектра миноров случайных матриц изуча-

лось в многих статьях, см., например, [28], [1], [2], [8], [42]. Известно (см. [28]), что
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собственные значения гауссовского унитарного ансамбля и его миноров образуют де-

терминантный процесс. Это дает другой метод для изучения кривой wXN и других

связанных вопросов, как минимум в случае гауссовского унитарного ансамбля.

Замечание 6. С помощью метода моментов также должно быть возможным доказать

центральную предельную теорему для глобальных флуктуаций кривых wXN и wYN .

Было бы интересно сравнить эту предельную теорему с результатами статей [26] и

[40], а также с результатами статьи [8].

Эта глава организована следующим образом. В разделе 3.2 мы приводим неко-

торые предварительные сведения. В разделе 3.3 мы доказываем теорему 3.1.1. В

разделе 3.4 мы доказываем теорему 3.1.2. В разделе 3.5 мы приводим взаимосвязь

между полученными нами предельными формами и полукруговым распределением,

а также распределением Марченко-Пастура.

3.2 Непрерывные диаграммы Юнга

Непрерывной диаграммой Юнга (см. [29]) называется функция w(x) на R, такая что

1) |w(x1)− w(x2)| ≤ |x1 − x2| для любых x1, x2 ∈ R.

2) Существует точка x0 ∈ R, называемая центром диаграммы w, такая что

w(x) = |x− x0| при достаточно больших |x|.

Множество всех непрерывных диаграмм Юнга обозначается символом D. Для

любого w ∈ D мы определяем функцию σ(x) по формуле

σ(x) =
1

2
(w(x)− |x|).

Поскольку функция σ(x) удовлетворяет условию Липшица 1), ее производная σ′(x)

существует почти всюду и удовлетворяет неравенству |σ′(x)| ≤ 1. Заметим, что функ-

ция σ′(x) имеет компактный носитель. Функция w(x) однозначно определяется по

σ′(x). Более того, w(x) однозначно определяется по второй производной σ′′(x), кото-

рая понимается в смысле распределения.
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Определим функцию p̃k : D → R, k ∈ N, по формуле

p̃k(w) = −k
∫ ∞
−∞

xk−1σ′(x)dx =

∫ ∞
−∞

xkσ′′(x)dx.

Легко видеть, что для прямоугольной диаграммы Юнга w{xi},{yj}(x) (см. раздел

3.1 ) мы имеем

σ′′(x) =
n∑
i=1

δ(x− xi)−
n−1∑
j=1

δ(x− yj).

Нам будет нужен следующий факт.

Лемма 3.2.1 ([26], Лемма 5.7). Пусть F([a; b]) — это множество всех

вещественно-значных функций f(x) с носителем на интервале [a, b] ∈ R и удо-

влетворяющих условию Липшица |f(x1)− f(x2)| ≤ |x1 − x2|.

На множестве F([a; b]) слабая топология, определяемая функционалами

f(x)→
∫
x∈[a;b]

f(x)xkdx, k = 0, 1, 2, . . . ,

совпадает с топологией равномерной сходимости.

3.3 Доказательство теоремы 3.1.1

Лемма 3.3.1. Пусть wXN — случайная прямоугольная диаграмма Юнга, определя-

емая собственными значениями вигнеровских матриц XN и X̂N (см. раздел 3.1 ).

Тогда

p̃k(w
X
N )

Nk/2
−−−→
N→∞

0, k — нечетно,

k!
(k/2)!(k/2)!

, k — четно,
(3.3.1)

где сходимость понимается как сходимость по вероятности.

Доказательство. Доказательство этой леммы близко к доказательству теоремы

Вигнера (см., например, [3, Section 2.1]) и основано на хорошо известном методе

моментов.

Пусть {λNi }Ni=1 — это собственные значения XN и пусть {λN−1
i }N−1

i=1 — это собствен-

ные значения X̂N . Выполнено

p̃k(w
X
N ) =

∫
x∈R

xk

(
N∑
i=1

δ
(
λNi
)
−

N−1∑
j=1

δ
(
λN−1
j

))
dx = tr

(
Xk
N

)
− tr

(
Xk
N−1

)
.
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Пусть iN = (i1, i2, . . . , ik) пробегает множество мульти-индексов, таких что 1 ≤

i1, i2, . . . , ik ≤ N . Аналогичным образом, пусть iN−1 = (i1, i2, . . . , ik) пробегает множе-

ство мульти-индексов, таких что 1 ≤ i1, i2, . . . , ik ≤ N − 1. Тогда

tr
(
Xk
N

)
− tr

(
Xk
N−1

)
=
∑
iN

XN(i1, i2)XN(i2, i3) . . . X(ik, i1)

−
∑
iN−1

XN(i1, i2)XN(i2, i3) . . . X(ik, i1) =
∑

iN :N∈iN

XN(i1, i2)XN(i2, i3) . . . X(ik, i1),

где последняя сумма берется по индексам iN = (i1, i2, . . . , ik), таким что существуют

r, 1 ≤ r ≤ k, с условием ir = N .

Сначала мы посчитаем выражение

E

( ∑
iN :N∈iN

XN(i1, i2)XN(i2, i3) . . . X(ik, i1)

)
.

Эта сумма может быть записана как сумма слагаемых отвечающих определенным

графам, которые в свою очередь ассоциированы с некоторыми словами. Предполо-

жим, что k нечетно; тогда в точности такие же оценки, как приведенные в [3, Lemma

2.1.6] показывают, что вклад этих слагаемых в степень nk равен 0.

Предположим, что k четно; тогда максимальный вклад дается так называемыми

словами Вигнера (см. [3, Опр. 2.1.10]). Число слов Вигнера равно
k!

(k/2 + 1)!(k/2)!
.

Единственное отличие нашего случая от случая теоремы Вигнера заключается в том,

что одна из вершин графа должна равняться N . Это условие дает дополнительный

множитель (k/2 + 1). Таким образом, мы получаем

lim
N→∞

N−k/2E

( ∑
iN :N∈iN

XN(i1, i2)XN(i2, i3) . . . X(ik, i1)

)

=


0, k — нечетное,

k!

(k/2)!(k/2)!
, k — четное.

(3.3.2)

Во-вторых, мы имеем

lim
N→∞

(
N−k/2

∑
iN :N∈iN

XN(i1, i2)XN(i2, i3) . . . X(ik, i1)

)2

= 0. (3.3.3)
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Это равенство может быть доказано таким же образом, как и в [3, Лемма 2.1.7].

Из уравнений (3.3.2) и (3.3.3) следует, что наблюдаемые p̃k сходятся к правой

части уравнения (3.3.1) в L2 и, следовательно, по вероятности.

Лемма 3.3.2 ([26] Предложение 5.3). Выполнено

p̃k(Ω) =


0, k — нечетно,

k!

(k/2)!(k/2)!
, k — четно.

.

Лемма 3.3.3. Существует отрезок [−B;B], такой что вероятность выполнения

неравенств

−B < λNN ≤ · · · ≤ λN1 < B

стремится к 1 при N →∞.

Доказательство. Это хорошо известный факт из теории случайных матриц, см.,

например, [3].

Пусть zN — это центр прямоугольной диаграммы Юнга wXN . Ясно, что

lim
N→∞

zN√
N

= lim
N→∞

X(N,N)√
N

= 0, по вероятности.

Это равенство и лемма 3.3.3 влекут сходимость wXN к Ω(x) вне отрезка [−B;B].

Из лемм 3.3.1 и 3.3.2 для любого k ∈ N мы имеем

lim
N→∞

p̃k(w
X
N )

Nk/2
= p̃k(Ω), по вероятности. (3.3.4)

Сходимость wXN к Ω(x) на интервале [−B;B] следует из уравнения (3.3.4) и леммы

3.2.1.

3.4 Доказательство теоремы 3.1.2

Лемма 3.4.1. Пусть wYN — это случайная прямоугольная диаграмма Юнга, опреде-

ляемая собственными значениями уишартовских матриц YN и ŶN (см. раздел 3.1).
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Тогда существует следующий предел

p̃k(w
Y
N)

Nk
−−−→
N→∞

mk, по вероятности. (3.4.1)

Производящая функция последовательности {mk}∞k=1 дается уравнением

Gα(z) := 1 +
∞∑
k=1

mkz
k =

1

2

(
1 +

(α− 1)z + 1√
(α− 1)2z2 − 2(α + 1)z + 1

)
.

Доказательство. Доказательство этой леммы основано на методе моментов и сле-

дует [3, Упражнение 2.1.18].

Пусть iN = (i1, i2, . . . , iN), jN = (j1, j2, . . . , jN) пробегает множество мульти-

индексов, таких что 1 ≤ i1, i2, . . . , iN ≤ N , 1 ≤ j1, j2, . . . , jN ≤M(N). Мы имеем

p̃k(w
Y
N) = tr(Y k

N)− tr(Y k
N−1) =

∑
iN :N∈iN

YN(i1, i2)YN(i2, i3) . . . YN(iN , i1)

=
∑

iN ,jN :N∈iN

WN(i1, j1)WN(i2, j1)WN(i2, j1)WN(i2, j2) . . .WN(ik, jk)WN(i1, jk),

где условие N ∈ iN означает, как и раньше, что существует число r, такое что ir = N .

Равенство

lim
N→∞

E(tr(Y k
N)− tr(Y k

N−1))2

N2k
= 0

может быть доказано таким же образом, как и в [3, Раздел 2.1]. Следовательно,

остается найти старший член асимптотики суммы

E

( ∑
iN ,jN :N∈iN

WN(i1, j1)WN(i2, j1)WN(i2, j1)WN(i2, j2) . . .WN(ik, jk)WN(i1, jk)

)
.

(3.4.2)

Напомним, что путем Дика Dl длины 2l называется последовательность целых

чисел {Sn}0≤n≤2l, такая что S0 = 0, S2l = 0, |S(i)−S(i−1)| = 1 для 1 ≤ i ≤ 2l, и S(i) ≥

0 для 0 ≤ i ≤ 2l. Пусть a(Dl) — это число индексов i, таких что S(i)−S(i−1) = −1 и

S(i− 1) нечетно, и пусть b(Dl) — это число индексов i, таких что S(i)−S(i− 1) = −1

и S(i− 1) четно. Ясно, что a(Dl) + b(Dl) = l.

Существует биективное соответствие между вигнеровскими словами и путями Ди-

ка (см., например, [3, Section 2.1]). Легко видеть, что основной вклад в сумму (3.4.2)
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имеет порядокNk и дается словами Вигнера длины 2k или, что эквивалентно, путями

Дика длины 2k. Если последовательность (i1, j1, i2, j2, . . . , ik, jk) является вигнеров-

ским словом, то число a(Dk) равно числу различных j-индексов в этом наборе, а

число b(Dk) + 1 равно числу различных i-индексов в этом наборе, где Dk — это соот-

ветствующий путь Дика. Таким образом, каждое слово дает вклад (b(Dk) + 1)αa(Dk),

и мы получаем

mk =
∑

все Dk
(b(Dk) + 1)αa(Dk). (3.4.3)

Пусть β — это формальная переменная, и пусть

dr :=
∑

все Dr
βr−a(Dr)αa(Dr), r ≥ 1, d0 = 1;

er :=
∑

все Dr
βa(Dr)αr−a(Dr), r ≥ 1, e0 = 1.

Рассматривая момент первого возвращения пути Дика Dr в 0, мы получаем

dr = α
r∑
j=1

dr−jej−1, er = β
r∑
j=1

er−jdj−1.

Следовательно,

dr =
α

β
er, r ≥ 1.

Мы имеем

dr = β
r∑
j=2

dr−jdj−1 + αdr−1. (3.4.4)

Пусть d(z) — это производящая функция последовательности {dr}:

d(z) := 1 +
∞∑
r=1

drz
r.

Используя (3.4.4), можно получить

d(z) = 1 + βzd(z)2 + (α− β)zd(z).

Решая это уравнение и выбирая знак согласно условию d(0) = 1, мы получаем

d(z) =
1− (α− β)z −

√
((α− β)z − 1)2 − 4βz

2βz
.
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Используя (3.4.3), мы получаем

1 +
∞∑
k=1

mkz
k =

∂

∂β
(βd(z))|β=1 .

Это завершает доказательство леммы 3.4.1.

Для параметра α > 1 определим функцию Ωα(x) по формуле

Ωα(x) :=



1

π

(
(2α− x) arcsin

(
α+1−x

2
√
α

)
− arctan

(
(α−1)2−x(α+1)

(α−1)
√

(x−α)2+2α+2x−1

)
+
√

2α + 2x− 1− (x− α)2
)
, для x ∈ [α + 1− 2

√
α;α + 1 + 2

√
α];

|x− α|, для x ∈ (−∞; (α + 1)− 2
√
α] ∪ [(α + 1) + 2

√
α;∞),

и для α = 1 пусть

Ω1(x) :=


1

π

(
(x− 2) arcsin(

1

2
x− 1)−

√
4− (x− 2)2

)
+
x

2
, для x ∈ [0; 2];

|x− 1|, для x ∈ (−∞; 0] ∪ [2;∞).

Легко видеть, что для параметра α ≥ 1, функция Ωα(x) является непрерывной

диаграммой Юнга с центром в точке α.

Лемма 3.4.2. Производящая функция последовательности {p̃k(Ωα)} задается фор-

мулой

1 +
∞∑
k=1

p̃k(Ωα)zk =
1

2

(
1 +

(α− 1)z + 1√
(α− 1)2z2 − 2(α + 1)z + 1

)
.

Доказательство. Напомним, что

p̃k(Ωα) =

∫
R
xk

Ω′′α(x)

2
dx, k ∈ N.

Прямое вычисление показывает, что при α ≥ 1 выполнено

Ω′′α(x) =


x+ (α− 1)

πx
√

4α− (x− (α + 1))2
, x ∈ [α + 1− 2

√
α;α + 1 + 2

√
α],

0, x 6= [α + 1− 2
√
α;α + 1 + 2

√
α].

Используя стандартный метод получения плотности меры из преобразования Стиль-

тьеса (см., например, [3, Section 2.4]) мы получаем утверждение леммы.
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Пусть zYN — это центр диаграммы wYN . Заметим, что

zYN
N

=
YN(N,N)

N
=

∑N
j=1W(N, j)W(j,N)

N
−−−→
N→∞

α, по вероятности.

Это равенство означает, что центр диаграммы 1
N
wYN(Nx) сходится к центру диаграм-

мы Ω(α). Из лемм 3.4.1 и 3.4.2 следует, что

p̃k(w
Y
N)

Nk
−−−→
N→∞

p̃k(Ωα), по вероятности.

Известно, что собственные значения матрицы Уишарта расположены на интервале,

длина которого не зависит от N , с вероятностью, стремящейся к 1. Теорема 3.1.2

следует из этих фактов таким же образом, как и при доказательстве теоремы 3.1.1.

3.5 Связь с полукруговым распределением и распре-

делением Марченко-Пастура

В этом разделе мы кратко опишем взаимосвязь между предельными кривыми Ω и Ωα

и хорошо известными полукруговым распределением и распределением Марченко-

Пастура, соответственно.

Для интервала I обозначим символомM(I) множество вероятностных мер с но-

сителем на I. Для меры µ ∈M(I) обозначим

µk :=

∫
I

xkdµ, k ∈ N.

Пусть D(I) — это множество непрерывных диаграмм Юнга, таких что σ′′(x) имеет

носитель внутри интервала I.

Лемма 3.5.1. Существует биективное соответствие µ→ w между множества-

миM(I) и D(I). Оно задается соотношением

1 +
∞∑
k=1

µkz
k = exp

(
∞∑
k=1

p̃k(w)

k
zk

)
. (3.5.1)

Доказательство. См. [29], [32].
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Мера µ называется переходной мерой диаграммы w. Более подробно это соответ-

ствие описано в работах [29], [26, Глава 8].

Явное вычисление левой и правой части уравнения (3.5.1) ведет к следующему

утверждению.

Предложение 3.5.1. a) Полукруговой закон является переходной мерой непрерыв-

ной диаграммы Ω.

b) Распределение Марченко-Пастура с параметром α является переходной мерой

непрерывной диаграммы Ωα.

Пункт a) был впервые замечен в работе [29].

В работе [6] Биан указал семейство кривых, возникающих в качестве предела

в некоторой проблеме асимптотической теории представлений. Как было показа-

но в работе [40], переходная мера этих кривых Биана совпадает с распределением

Марченко-Пастура с точностью до гомотетии. Таким образом, кривые Ωα и кривые

Биана тесно взаимосвязаны.

Замечание 7. Пусть xn = (x1, x2, . . . , xn) — это последовательность вещественных чи-

сел, и предположим, что для любого n последовательности xn и xn−1 перемежаются.

Пусть µ — это вероятностная мера на R и пусть δ(x) — мера Дирака в точке x ∈ R.

Предположим, что

1

n

n∑
i=1

δ(xi) −−−→
n→∞

µ, сходимость в слабой топологии.

В работе [30] было показано, что существуют последовательности с различными пре-

дельными мерами µ, но одной и той же предельной формой для диаграммы wxn,xn−1 .

Таким образом, сходимость последовательности мер 1
n

∑n
i=1 δ(xi) к мере µ может не

влечь автоматически сходимость диаграммы wxn,xn−1 к непрерывной диаграмме Юн-

га с переходной мерой µ.
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