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Ïðè ïåðåäà÷å äàííûõ âîçíèêàþò îøèáêè



Ïåðâûå øàãè ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è

1. Ñîîáùåíèÿ èç ñèìâîëîâ êîíå÷íîãî àëôàâèòà (äàëåå

îãðàíè÷èìñÿ Z2)
2. Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ íåîáõîäèìà èçáûòî÷íàÿ èíôîðìàöèÿ

3. Ôèêñèðîâàíà äëèíà ñîîáùåíèé n

4. Ôèêñèðîâàíà äëèíà êîäîâûõ ñîîáùåíèé k

5. ×òî äàëüøå?



Êàê ñòðîèòü êîäû? Îòâå÷àåò Õýììèíã

Áóêâàëüíîå ïîíèìàíèå ïðîáëåìû: êîä äîëæåí èñïðàâëÿòü êàê

ìîæíî áîëüøå îøèáîê.

Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà: d(x , y) = #{i : xi 6= yi}
Õîðîøèé êîä ìàêñèìèçèðóåò ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó

ñëîâàìè, çàäà÷à îá óïàêîâêå øàðîâ.



Êàê ñòðîèòü êîäû? Îòâå÷àåò Øåííîí

1. Îøèáêè âíîñÿòñÿ êàíàëîì ñâÿçè ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî

2. Äëÿ îïèñàíèÿ êàíàëà äîñòàòî÷íî çàäàòü óñëîâíîå

ðàñïðåäåëåíèå p(y |x)
3. Äëÿ êàæäîãî êàíàëà îïðåäåëÿåòñÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü

C

4. òåîðåìà Øåííîíà →: Êîäû ñ n

k
< C ìîãóò èñïðàâëÿòü

ïî÷òè âñå îøèáêè

5. òåîðåìà Øåííîíà ←: À êîäû ñ n

k
> C íå ìîãóò



Òåîðåìà Øåííîíà â áîëåå ñòðîãîé ôîðìå

Íàçîâåì êîäèðîâàíèå n, k-íàäåæíûì, åñëè âåðîÿòíîñòü

ïðàâèëüíîãî äåêîäèðîâàíèÿ çàøóìëåííîãî ñîîáùåíèÿ

ïðåâûøàåò (1− ε).
Òåîðåìà

1. Äëÿ ëþáûõ 0 < ε < 1 è δ > 0 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ k, äëÿ ëþáîãî (1− ε) íàäåæíîãî n, k-êîäèðîâàíèÿ
âûïîëíåíî n

k
< C + δ.

2. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå c, ÷òî äëÿ âñåõ k > 0

ñóùåñòâóåò (1− ε)-íàäåæíîå n, k-êîäèðîâàíèå c
n > Ck − c

√
k .



Êîä Õýììèíãà

G :=



1 1 0 1

1 0 1 1

1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


H :=

 1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1 1



1. Êîä ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì

ñîîáùåíèé G

2. Â ýòîì ñëó÷àå êîä - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

3. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî çàäàòü êàê ÿäðî îïåðàòîðà

H, ìàòðèöà îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü
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1 0 1 1

1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
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H :=

 1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1 1


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ñîîáùåíèé G

2. Â ýòîì ñëó÷àå êîä - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

3. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî çàäàòü êàê ÿäðî îïåðàòîðà
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Îò ïðîâåðîê íà ÷åòíîñòü ê ãðàôàì

G :=



1 1 0 1

1 0 1 1

1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


H :=

 1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1 1



Ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü çàäàþò ëîêàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà

êîäîâûå ñîîáùåíèÿ. Èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ

ôàêòîð-ãðàôà, ïðåäñòàâëåíèÿ íå åäèíñòâåííû.



Ôàêòîð-ãðàôû

Ôàêòîð ãðàô äëÿ êîäà Õýììèíãà è LDPC-êîäà.
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Ôàêòîð-ãðàôû
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×òî íàì äàþò ãðàôû?

Ñòðîÿ êîä, ìû ïîëó÷àåì áûñòðûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ.

1. Sum-product àëãîðèòì (îí æå Belief propagation): íàì

çàäàíû âåñà êîäîâûõ ñëîâ w(x). Â êàæäîé âåðøèíå

àëãîðèòì âû÷èñëÿåò âåñ ïåðåìåííîé:

w(x̂i ) =
∑

x∈C ,xi=x̂i
w(x)

2. Åñëè âçÿòü w(x) =
∏

p(yi |xi ), ïîëó÷èì àïîñòåðèîðíîå

ðàñïðåäåëåíèå íà áèòû êîäîâîãî ñîîáùåíèÿ ïðè èçâåñòíîì

çàøóìëåííîì p(xi |y).
3. Ìîæíî ñ÷èòàòü â (min,+) êîëüöå ñ

w(x) = −
∑

log p(yi |xi ), ïîëó÷èì ìèíèìóì ôóíêöèè

ïðàâäîïîäîáèÿ minx∈X ,xi=x̂i
p(y |x)
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Íî àëãîðèòì ðàáîòàåò êîððåêòíî òîëüêî íà ãðàôàõ áåç öèêëîâ.

Äëÿ ãðàôîâ ñ öèêëàìè îí äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå èñêîìûõ

âåðîÿòíîñòåé.
1Îáçîð òåìû è õîðîøåå èçëîæåíèå îñíîâ ìîæíî íàéòè â ñòàòüå

Forney, G.D., Jr., "Codes on graphs: normal realizations,"in

Information Theory, IEEE Transactions on , vol.47, no.2,

pp.520-548, Feb 2001.



LDPC êîä
Ðåæå ãðàô - ìåíüøå öèêëîâ - ëó÷øå ðàáîòà sum-product

àëãîðèòìà.

LDPC (Low density parity check) êîä èñïîëüçóåò ñëó÷àéíûé

äâóäîëüíûé ãðàô ñ ìàëûìè ñòåïåíÿìè ó âåðøèí äëÿ

îïðåäåëåíèÿ êîäà. Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ

sum-product àëãîðèòì.



Äåêîäèðîâàíèå: ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè

Êðèâàÿ äëÿ ñòèðàþùåãî êàíàëà (Binary erasure channel, BEC),

âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè äåêîäèðîâàíèè â çàâèñèìîñòè îò

âåðîÿòíîñòè ñòèðàíèÿ ε
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Êðèâàÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì òî÷êàì

Òî÷êà âûõîäà êðèâîé èç íóëÿ - ïîðîã, õàðàêòåðèñòèêà

àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ è êîäà.��������������������������������

x = ✏(1  (1  x))dr1)dl1

✏ =
x

(1  (1  x))dr1)dl1

x(`) = ✏(y(`))dl1

y(`) = 1  (1  x(`1))dr1

x(`=0) = ✏

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
eps

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
x

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
eps0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
EXIT

��������������������������

����������������������

x = ✏(1  (1  x))dr1)dl1

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������������

2 Âûâîä ñì. T. Richardson, R. Urbanke, "Modern Coding

Theory Cambridge University Press, 2008



BP íå MAP

Àíàëèòè÷åñêè ìîæíî âûâåñòè âåðîÿòíîñòü îøèáêè

äåêîäèðîâàíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè èñòèííîãî àïîñòåðèîðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, â íåêîòîðûõ ðåãèîíàõ îíà íèæå îøèáêè ïðè

BP-äåêîäèðîâàíèè.



Êóäà äàëüøå?
Ñëåäóþùèé øàã - ïîâûøåíèå ñòåïåíåé âåðøèí. Îí äîëæåí

ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ LDPC-êîäîâ, ê

ïîâûøåíèþ èõ êà÷åñòâà. Íî íàèâíûé ïîäõîä íå ðàáîòàåò.�����������������������

eH3, 6L:= 0.42944
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eH100, 200L:= 0.0372964
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Êàðòèíêè èç äîêëàäà "Spatial Coupling � What is it, why does it

work, and what are the open challenges? ïðî÷èòàííîãî R. Urbanke

íà EASIT 2014.



Spatially coupled LDPC



Spatially coupled LDPC

1. Ãðàô SC-LDPC - ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûå

LDPC-ãðàôû

2. Ñîåäèíåíèÿ òàêæå ñòðîÿòñÿ ñëó÷àéíî

3. Äåêîäèðóåì êàæäûé LDPC-êîä ñëåâà íàïðàâî, èãíîðèðóÿ

ãðàôû ñïðàâà

4. Ñòåïåíü âåðøèí ïîâûøàåòñÿ áëàãîäàðÿ ðåáðàì, êîòîðûå

èäóò â LDPC-ãðàôû ñïðàâà

4Ïåðâîå ïîÿâëåíèå Jimenez Felstrom, A.; Zigangirov, K.S.,

"Time-varying periodic convolutional codes with low-density

parity-check matrix,"in Information Theory, IEEE Transactions on ,

vol.45, no.6, pp.2181-2191, Sep 1999
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Ïàðà ñëîâ î SC-LDPC

1. Äëÿ ñòèðàþùèõ êàíàëîâ ñðåäíèé ïîðîã εBP ãðàôîâ "â

ñâÿçêå"ïðåâîñõîäèò ïîðîã ãðàôîâ ñàìèõ ïî ñåáå

2. Äàæå ïðèáëèæàåòñÿ ê ïîðîãó εMAP

3. Óâåëè÷åíèå ñòåïåíåé âåðøèí ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü

ïîêàçàòåëè êîäà


