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Ââåäåíèå

• Ïðèíÿòèå êîëëåêòèâíûõ ðåøåíèé - àãðåãèðîâàíèå
ìíîæåñòâà èíäèâèäóàëüíûõ ïðåäïî÷òåíèé ïîñðåäñòâîì
ïðîöåäóðû ãîëîñîâàíèÿ.

• Íåäîñòàòîê � ìàíèïóëèðîâàíèþ ñî ñòîðîíû
èçáèðàòåëåé: èçáèðàòåëè, äåéñòâóÿ ñòðàòåãè÷åñêè, ìîãóò
äîáèòüñÿ áîëåå âûãîäíîãî äëÿ íèõ ðåçóëüòàòà
ãîëîñîâàíèÿ, íàìåðåííî èñêàçèâ ñâîè ïðåäïî÷òåíèÿ.

• Òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â (Gibbard, 1973) è (Satterthwaite,
1975), óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáàÿ íåäèêòàòîðñêàÿ
ïðîöåäóðà, â êîòîðîé ó÷àñòâóþò õîòÿ áû òðè êàíäèäàòà,
ÿâëÿåòñÿ ìàíèïóëèðóåìîé.

• Êàê ñðàâíèòü ïðàâèëà ïî ñòåïåíè ìàíèïóëèðóåìîñòè?



Ââåäåíèå

• Ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà ê ñðàâíåíèþ ïðàâèë ïî ñòåïåíè
ìàíèïóëèðóåìîñòè:

• Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè ìàíèïóëèðîâàíèÿ: ñðåäè âñåõ
âîçìîæíûõ ñèòóàöèé ïîäñ÷èòàòü äîëþ òåõ, ãäå
âîçìîæíî ìàíèïóëèðîâàíèå.

• Îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è
ìàíèïóëèðîâàíèÿ: íàñêîëüêî òðóäîåìêà çàäà÷à ïîèñêà
ñòðàòåãèè ìàíèïóëèðîâàíèÿ?



Ìîäåëü: òåðìèíû è îáîçíà÷åíèÿ

• N = {1,2, ...,n} - ìíîæåñòâî èçáèðàòåëåé.
• X - ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ, |X | = m. L(X ) - ìíîæåñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ íà X . W (X ) - ìíîæåñòâî âñåõ
ñëàáûõ ïîðÿäêîâ íà X .

• Pi ∈ L(X ) - Ïðåäïî÷òåíèÿ èçáèðàòåëÿ i íà X .

• Åñëè aPib, òî àëüòåðíàòèâà a áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíà,
÷åì àëüòåðíàòèâà b äëÿ èçáèðàòåëÿ i .

• Ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé - âåêòîð ~P = (P1,P2, ...,Pn).
Àíîíèìíûé ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé ~p = (n1,n2, ...,nm!).

• Âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçèöèé äëÿ a �
v(a, ~P) = (v1(a), ..., vm(a)), ãäå vj(a) � êîëè÷åñòâî
èçáèðàòåëåé, ó êîòîðûõ a íà j-îì ìåñòå â ïðåäïî÷òåíèÿõ.

• PM � ìàæîðèòàðíîå îòíîøåíèå: aPMb åñëè
|{i ∈ N : aPib}| > |{i ∈ N : bPia}|.



Ìîäåëü: òåðìèíû è îáîçíà÷åíèÿ

• Âçâåøåííûé ãðàô ìàæîðèòàðíîãî îòíîøåíèÿ
WMG(~P)kl = |{i ∈ N : akPial}|

• Ãðàô ìàæîðèòàðíîãî îòíîøåíèÿ

MG(~P)kl =

{
1, if WMG(~P)kl > WMG(~P)lk ,

−1, otherwise.

• ~PI - ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé ÷ëåíîâ êîàëèöèè, I ⊆ N.

• ~P−I - ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé âñåõ èçáèðàòåëåé, êðîìå
÷ëåíîâ êîàëèöèè I.

• F : L(X )N →W (X ) - ôóíêöèÿ îáùåñòâåííîãî
áëàãîñîñòîÿíèÿ.

• CF : L(X )N → 2X - ïðàâèëî êîëëåêòèâíîãî âûáîðà.



Ïðàâèëà êîëëåêòèâíîãî âûáîðà

• Ïðàâèëà ïîäñ÷åòà î÷êîâ

c ∈ CF (~P)⇔ c ∈ arg max
a∈A

(〈
sF , v(a, ~P)

〉)
• Ïðàâèëî îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà sPl = (1,0, ...,0),
• Îäîáðÿþùåå ãîëîñîâàíèå ñ êâîòîé q (åñëè q = m − 1,
ïðàâèëî âåòî) sApp = (1, ...,1︸ ︷︷ ︸

q

,0, ...,0).

• Ïðàâèëî Áîðäà sB = (m − 1,m − 2, ...,1,0).

• Äâóõñòóïåí÷àòàÿ ìàæîðèòàðíàÿ ñèñòåìà. Âûáèðàåòñÿ
àëüòåðíàòèâà, èìåþùàÿ áîëåå 50 % ïåðâûõ ìåñò. Åñëè
òàêîé àëüòåðíàòèâû íåò, òî ïðîâîäèòñÿ âòîðîé òóð
ãîëîñîâàíèÿ, â êîòîðîì ó÷àñòâóþò äâå àëüòåðíàòèâû,
íàáðàâøèå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ãîëîñîâ â ïåðâîì
òóðå.



Ïðàâèëà êîëëåêòèâíîãî âûáîðà

• Ïðàâèëî Êîóïëåíäà. Âûáèðàåòñÿ àëüòåðíàòèâà, äëÿ
êîòîðîé êîëè÷åñòâî ïîáåä ìèíóñ êîëè÷åñòâî ïîðàæåíèé
ïî ìàæîðèòàðíîìó îòíîøåíèþ íàèáîëüøåå, ò.å.

CS(a, ~P) = |{b ∈ A|aPMb}| − |{b ∈ A|bPMa}|,

c ∈ CCopeland1(~P)⇔ c ∈ arg max
a∈A

CS(a, ~P).

• Ïðàâèëî ïåðåäà÷è ãîëîñîâ. Âûáèðàåòñÿ àëüòåðíàòèâà,
èìåþùàÿ áîëåå 50 % ïåðâûõ ìåñò. Åñëè òàêîâîé íåò, òî
èç ïðîôèëÿ èñêëþ÷àåòñÿ àëüòåðíàòèâà, èìåþùàÿ
íàèìåíüøåå ÷èñëî ïåðâûõ ìåñò. Ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ
äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûáðàíà êàêàÿ-ëèáî
àëüòåðíàòèâà.



Ìíîæåñòâåííûé âûáîð

• Ïðàâèëî óñòðàíåíèÿ íåñðàâíèìîñòè T : 2X \ ∅ → X .

• Àëôàâèòíîå ïðàâèëî: ïðåäïîëàãàåì çàäàííûì
íåêîòîðûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà X , aPT bPT c..., è èç
äàííîãî ìíîæåñòâà A

• Ìåòîäû ðàñøèðåíèÿ ïðåäïî÷òåíèé: Leximin è Leximax.
Åñëè ïðåäïî÷òåíèÿ èçáèðàòåëÿ xPiyPiz, òî ðàñøèðåííûå
ïðåäïî÷òåíèÿ, EPi

• ñîãëàñíî Leximin:
{x}EPi{x , y}EPi{y}EPi{x , z}EPi{x , y , z}EPi{y , z}EPi{z}.

• ñîãëàñíî Leximax:
{x}EPi{x , y}EPi{x , y , z}EPi{x , z}EPi{y}EPi{y , z}EPi{z}.



Ìàíèïóëèðîâàíèå

• Ïðàâèëî êîëëåêòèâíîãî âûáîðà CF íàçûâàåòñÿ
ìàíèïóëèðóåìûì, åñëè ∃~P ∈ L(X )N , ∃i ∈ N è P ′i 6= Pi ò.÷.

CF (P̃i ,
~P ′−i) EPi CF (~P).

• Èíäåêñ ìàíèïóëèðóåìîñòè Íèòöàíà-Êåëëè �
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñëó÷àéíî âûáðàííîì ïðîôèëå
âîçìîæíî ìàíèïóëèðîâàíèå (Nitzan, 1985), (Kelly, 1988).
Ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ìîæåò áûòü:

• Ìíîæåñòâî ïðîôèëåé ïðåäïî÷òåíèé (~P) → Impartial
Culture Model (IC)

• Ìíîæåñòâî àíîíèìíûõ ïðîôèëåé ïðåäïî÷òåíèé (~p) →
Impartial Anonymous Culture Model (IAC)

• Ñðàâíåíèþ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ïîñâÿùåíà ðàáîòà
(Veselova, 2016).



Âåðîÿòíîñòü ìàíèïóëèðîâàíèÿ

• Èíäèâèäóàëüíîå ìàíèïóëèðîâàíèå
• IC: (Kelly, 1993), (Aleskerov, Kurbanov, 1999), (Aleskerov
et al. 2011)

• IAC: (Pritchard, Wilson, 2007), (Aleskerov et al. 2015)
• IANC: (Veselova, 2016)

• Êîàëèöèîííîå ìàíèïóëèðîâàíèå
• IC: (Pritchard, Wilson, 2007)
• IAC: (Pritchard, Wilson, 2007), (Lepelley, Valognes, 2003),
Slinko (2006).

• Èãðîâîå âçàèìîäåéñòâèå ó÷àñòíèêîâ: (Favardin, Lepelley,
2006).



Èíäèâèäóàëüíîå ìàíèïóëèðîâàíèå â IC



Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü

ìàíèïóëèðîâàíèÿ

• Â [Bartholdi et al. 1989] áûë âïåðâûå ðàññìîòðåí âîïðîñ:
íàñêîëüêî òðóäîåìêà (â ñìûñëå âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòè) çàäà÷à ïîèñêà ñòðàòåãèè ìàíèïóëèðîâàíèÿ
äëÿ èçáèðàòåëÿ?

• Òèïû çàäà÷ ìàíèïóëèðîâàíèÿ

1 Èíäèâèäóàëüíîå ìàíèïóëèðîâàíèå èëè êîàëèöèîííîå?
2 Êîíñòðóêòèâíîå èëè äåñòðóêòèâíîå ìàíèïóëèðîâàíèå?
3 Ìàíèïóëèðîâàíèå: ñäåëàòü ëþáèìîãî êàíäèäàòà
ïîáåäèòåëåì èëè äîáèòüñÿ áîëåå âûãîäíîãî ðåçóëüòàòà
ãîëîñîâàíèÿ?

4 Ïîëíàÿ èëè íåïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ?
5 Îäèíàêîâûé ëè âåñ èìåþò ãîëîñà èçáèðàòåëåé?
6 Îãðàíè÷åíî ëè ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ?



Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü

ìàíèïóëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à êîàëèöèîííîãî ìàíèïóëèðîâàíèÿ äëÿ ïðàâèëà F
(ÊÌ-F)

Äàíû ïðåäïî÷òåíèÿ âñåõ èçáèðàòåëåé, êðîìå
ìàíèïóëèðóþùåé êîàëèöèè, ~P−I , è êàíäèäàò c. Òðåáóåòñÿ
íàéòè òàêîé ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé ~PI äëÿ ìàíèïóëèðóþùåé
êîàëèöèè I, ïðè êîòîðîì c = CF (~PI , ~P−I) èëè äîêàçàòü, ÷òî
åãî íåò.

[1] (Bartholdi et al, 1989), [2] (Conitzer et al, 2007), [3] (Faliszewski et al, 2008),
[4] (Bartholdi, Orlin, 1991), [5] (Davies et al, 2011), [6] (Zuckerman et al, 2008).



Ñëó÷àé ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé

• Ôóíêöèÿ ïóáëè÷íîé èíôîðìàöèè (ÔÏÈ) (poll
information function), ââåäåííàÿ â (Reijngoud, Endriss,
2012), ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ðåçóëüòàò
ïðåäâàðèòåëüíîãî îïðîñà èçáèðàòåëåé, îãëàøàåìûé
ïåðåä âûáîðàìè.

1 Ïðîôèëü π(~P) = ~P.
2 Àíîíèìíûé ïðîôèëü: π(~P) = ~p(~P) = (n1, ...,nm!).

3 Ïîçèöèè: π(~P) = ~v(~P) = (v(a1), ..., v(am)).

4 Î÷êè: π(~P) = ~S(~P) = (S(a1), ...,S(am)) îïðåäåëÿåòñÿ
ñîãëàñíî ïðàâèëó F .

5 Ðàíæèðîâàíèå: π(~P) = F (~P).

6 Ïîáåäèòåëü: π(~P) = CF (~P).

7 Åäèíñòâåííûé ïîáåäèòåëü: π(~P) = T (CF (~P))
8 Âçâåøåííûé ãðàô ìàæîðèòàðíîãî îòíîøåíèÿ:

π(~P) = WMG(~P).

9 Ãðàô ìàæîðèòàðíîãî îòíîøåíèÿ: π(~P) = MG(~P).



Èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî

• Ðàñïîëàãàÿ èíôîðìàöèåé î ïðîôèëå π(~P) è çíàÿ ñâîè
ïðåäïî÷òåíèÿ, èçáèðàòåëü i ñòðîèò ñâîå
èíôîðìàöèîîíîå ìíîæåñòâî

W π(~P)
i = { ~P ′−i ∈ L(X )N\{i} : π(Pi ,

~P ′−i) = π(~P)}

.

• Åñëè ∀~P ∈ L(X )N ∀i ∈ N W π(~P)
i ⊆W π′(~P)

i , òî π íå ìåííå
èíôîðìàòèâíà, ÷åì π′.

• Ïðàâèëî CF âû÷èñëèìî èç π, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
H : I → 2X \ {∅}, ò.÷. CF = H ◦ π.

• Ïðàâèëî CF ñèëüíî âû÷èñëèìî èç π, åñëè èíôîðìàöèè
π äîñòàòî÷íî èçáèðàòåëþ i , ÷òîáû âû÷èñëèòü ðåçóëüòàò
CF äëÿ ëþáîãî ïðåäïî÷òåíèÿ P̃i ∈ L(X ).



Ôóíêöèè ïóáëè÷íîé èíôîðìàöèè

Ðèñ. : Èíôîðìàòèâíîñòü è âû÷èñëèìîñòü ÔÏÈ äëÿ ïðàâèëà Áîðäà

Ðèñ. : Èíôîðìàòèâíîñòü è âû÷èñëèìîñòü ÔÏÈ äëÿ ïðàâèëà
Êîóïëåíäà



Ìàíèïóëèðîâàíèå ïðè ÔÏÈ π

• Äàíà ôóíêöèÿ F è ïðîôèëü ïðåäïî÷òåíèé ~P.
Èçáèðàòåëü i èìååò ñòèìóë ê ìàíèïóëèðîâàíèþ ïðè
ÔÏÈ π, åñëè ∃P̃i ò.÷.

i) ∀ ~P ′−i ∈W π(~P)
i CF (P̃i ,

~P ′−i) EPi CF (~P) èëè

CF (P̃i ,
~P ′−i) EIi CF (~P);

ii) ∃ ~P ′−i ∈W π(~P), s.t. CF (P̃i ,
~P ′−i) EPi CF (~P).

• Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïîäâåðåæåííîé
ìàíèïóëèðîâàíèþ ïðè ÔÏÈ π, åñëè ∃~P ∈ L(X )N è
∃i ∈ N, êîòîðûé èìååò ñòèìóë ìàíèïóëèðîâàòü ïðè
ÔÏÈ π â ïðîôèëå ~P.

• I1(m,n, π,F ) - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïðîôèëå
ïðåäïî÷òåíèé, ñëó÷àéíî âûáðàííîì èç L(X )N , åñòü õîòÿ
áû îäèí èçáèðàòåëü, èìåþùèé ñòèìóë ìàíèïóëèðîâàòü
ïðè ôóíêöèè F è ÔÏÈ π.



Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1

Åñëè ôóíêöèÿ F ñèëüíî âû÷èñëèìà èç π, òî
I1(m,n, π,F ) = I1(m,n,Profile,F ).

Òåîðåìà 2

limn→∞ I1(m,n,Winner ,Plurality) = 1 ïðè Leximin è Leximax.
limn→∞ I1(m,n,1Winner ,Plurality) = 1 ïðè àëôàâèòíîì
ïðàâèëå óñòðàíåíèÿ íåñðàâíèìîñòè.

Òåîðåìà 3

Ïðè Leximin, I1(3,3,MG,Borda) = 1.

Òåîðåìà 4

Ïðè Leximax, I1(3,n,Winner ,Copeland) = 0 äëÿ íå÷åòíîãî
÷èñëà èçáèðàòåëåé.



Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
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limn→∞ I1(m,n,1Winner ,Plurality) = 1 ïðè àëôàâèòíîì
ïðàâèëå óñòðàíåíèÿ íåñðàâíèìîñòè.

Òåîðåìà 3

Ïðè Leximin, I1(3,3,MG,Borda) = 1.

Òåîðåìà 4

Ïðè Leximax, I1(3,n,Winner ,Copeland) = 0 äëÿ íå÷åòíîãî
÷èñëà èçáèðàòåëåé.



Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

Ïðâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â MetLab
äëÿ 6 ïðàâèë êîëëåêòèâíîãî âûáîðà, 8 ÔÏÈ, äëÿ Leximin,
Leximax è àëôàâèòíîãî ïðàâèëà óñòðàíåíèÿ íåñðàâíèìîñòè.
×èñëî àëüòàðíàòèâ - 3, ÷èñëî èçáèðàòåëåé - îò 3 äî 15.
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Ðèñ. : It's a legend
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Ðèñ. : Ïðàâèëî Êîóïëåíäà



Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ

• Ìàíèïóëèðóåìîñòü íå óìåíüøàåòñÿ, êîãäà ìû
ðàññìàòðèâàåì ìåíåå èíôîðìàòèâíûå ÔÏÈ.

• Äëÿ ïðàâèëà îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà è ïðàâèëà
Áîðäà ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ I1 ñîîòâåòñòâóþò ÔÏÈ
1Winner , íàèìåíåå èíôîðìàòèâíîé ÔÏÈ, èç êîòîðîé
ïðàâèëà âû÷èñëèìû.

• I1(3,n,1Winner ,F ) î÷åíü áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê 1 ñ ðîñòîì
÷èñëà èçáèðàòåëåé äëÿ ïðàâèëà îòíîñèòåëüíîãî
áîëüøèíñòâà è ïðàâèëà Áîðäà.



Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ

• Ìàíèïóëèðóåìîñòü ñëàáî âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì
èíôîðìàòèâíîñòè ÔÏÈ äëÿ ïðàâèëà Êîóïëåíäà.
Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ I1(3,n,1Winner ,Copeland)
ñòðåìÿòñÿ ê 1.

• Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ I1 äëÿ ïðàâèëà îäîáðÿþùåãî
ãîëîñîâàíèÿ ñ êâîòîé 2 ñîîòâåòñòâóþò ÔÏÈ Rank . Ïðè
àëôàâèòíîì ïðàâèëå óñòðàíåíèÿ íåñðàâíèìîñòè ýòî
ïðàâèëî çàùèùåíî îò ìàíèïóëèðîâàíèÿ ïðè ÔÏÈ
1Winner

• (!) Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìàíèïóëèðóåìîñòü
óâåëè÷èëàñü ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ïîëíîé
èíôîðìàöèè.



Òåêóùèå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

• Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíäåêñ I2 - âåðîÿòíîñòü óñïåõà
ìàíèïóëèðîâàíèÿ.

• I3 - àãðåãèðîâàííûé èíäåêñ ñòèìóëà ê ìàíèïóëèðîâàíèþ.

• Ãèïîòåçà 1: âåðîÿòíîñòü óñïåõà ìàíèïóëèðîâàíèÿ íå
ìåíÿåòñÿ, åñëè ïðàâèëî âû÷èñëèìî èç ÔÏÈ π.

• Ãèïîòåçà 2: ñòèìóë ê ìàíèïóëèðîâàíèþ óìåíüøàåòñÿ
ïðè óìåíüøåíèè èíôîðìàòèâíîñòè ÔÏÈ.

• Îïðåäåëåíèå ñëîæíîñòè çàäà÷è ìàíèïóëèðîâàíèÿ ïðè
íåïîëíîé èíôîðìàöèè ðàçëè÷íûõ òèïîâ.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!


